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Résumé
Les travaux décrits dans ce document ont pour objectif le développement de procédures de
décision (et de résolution) pour la vérification. La logique considérée est la logique du premier
ordre avec égalité. Cette logique est évidemment indécidable en général, mais l’étude de fragments
intéressants pour la vérification peut conduire à des outils automatiques de type “presse-bouton”.
La notion d’égalité est particulièrement intéressante pour programmer, par orientation des éga-
lités, c’est-à-dire par réécriture, ou pour prouver, grâce au principe de remplacement d’égal par
égal.
Dans une modélisation en logique du premier ordre avec égalité, on est très facilement amené
à utiliser simultanément plusieurs théories différentes pour représenter par exemple les fonc-
tions et la mémoire d’un programme ainsi que les opérations arithmétiques effectuées par le
programme. On se retrouve ainsi naturellement face à un problème exprimé dans un mélange
de théories, qu’il est souhaitable de résoudre de façon modulaire en réutilisant les procédures de
décision connus pour les théories composant le mélange. Cette problématique est au coeur de
mes travaux. L’originalité de mon approche consiste à développer des méthodes de combinaison
pour les procédures de décision utilisées dans le domaine de la vérification. Toutes les procédures
de décision obtenues ont été évidemment élaborées en suivant une démarche de conception sûre,
qui s’appuie sur une description à base de systèmes d’inférence pour faciliter leurs preuves.
NB : Une version anglaise de ce document se trouve après la version française.
Abstract
In this document, we present decision procedures and solvers which are useful in verifica-
tion. We consider first order logic with equality. This logic is undecidable in general, but the
study of interesting fragments leads to automatic (push-button) tools. The notion of equality is
particularly interesting for programming via oriented equalities (rule-based programming) or for
deriving proofs thanks to the principle of replacement of equal by equal.
In a modelisation using first order logic with equality, we easily have to deal with a problem
involving different theories. For instance, these theories may be used to modelise the functions,
the arithmetic operations and the memory of a program. Hence, we have to face a problem
expressed in a combination of theories, which is interesting to solve in a modular way by using
the decision procedures known for individual theories. This problem is the bulk of my research
interests. The originality of my approach consists in developing combination methods which are
useful in the domain of verification. All the given decision procedures are designed by using a
rule-based formalism to ease their proofs.
NB : An english version of this document can be found after the french version.
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❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✿ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❊q✉✐♣❡ ❈❆❙❙■❙
▲❖❘■❆ ✲ ■◆❘■❆ ◆❛♥❝② ●r❛♥❞ ❊st
❘és✉♠é ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝
é❣❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ♦✉t✐❧s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✏♣r❡ss❡✲❜♦✉t♦♥✑✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ♣❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❣❛❧✐tés✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✱ ♦✉ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧ ♣❛r é❣❛❧✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❡st
très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♠❡♥é à ✉t✐❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦r✐❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①♣r✐♠é
❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s✱ q✉✬✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛✲
ç♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡s
t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ♠❡s
tr❛✈❛✉①✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♠♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s
♦♥t été é✈✐❞❡♠♠❡♥t é❧❛❜♦ré❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
sûr❡✱ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s✳
✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞és♦r♠❛✐s ❡♥t♦✉rés✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞✐r♦♥t
❝❡r♥és✱ ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ❞é❧✐❝❛t❡
♦ù ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡ ❧♦✉r❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s t❛♥t
s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❤✉♠❛✐♥ q✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❛❜♦r❞é❡ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à
❜❛s❡ ❞❡ t❡st ♦✉ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❞✉str✐❡❧✮ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉tôt ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡s ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s q✉❡st✐♦♥ ✐❝✐ ❞✬♦♣♣♦s❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛✐s
❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉✲
♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ ❧❡s ✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t❡st✳
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❛✐tr❡ r❛❞✐❝❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐❢s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s✬❛♣♣❛r❡♥t❡♥t à ✉♥❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①é✲
❝✉t❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐sé ✭s❛♥s ♣♦✉r
❛✉t❛♥t êtr❡ ✈ér✐✜é✳✳✳✮ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♣rét❡✉r✱ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✮
❢♦✉r♥✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❞❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬❏▲✽✼❪✱ ♦✉ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬❑❑❱✾✺✱❉❍❑✾✻✱❈❉❊+✵✼✱❋✉t✵✷✱❇❑❱❱✵✽❪✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠♦✐♥s r❛❞✐❝❛❧❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♣♦✉r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ér❛t✐❢s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t❡❧s q✉❡
❈ ❡t ❏❛✈❛ ❬❇❈❉+✵✺✱❈❑▲P✵✺✱❋▼✵✹✱❋▼✵✼❪✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡♥t ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ à s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r s✐
♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✏❝♦rr❡❝t✑ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞é❝❧❛r❛t✐❢s ❡t ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
✕ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦t✐❢ l ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s✉r t✳
✕ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ♦✉ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✕ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♣❛r ❞é✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❢❛✐ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✕ ❯♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈❛❧✐❞❡r ❣râ❝❡ à ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✭✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
ét❛♥t ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r êtr❡ ✉t✐❧❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s✱ ré✐♥✐t✐❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t êtr❡
❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞✬êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠✲
❜✐♥❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝
é❣❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✏♣r❡ss❡✲❜♦✉t♦♥✑✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r
✕ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ♣❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳ ▲✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ t❡r♠✐♥❡✳
✕ ♣r♦✉✈❡r✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧ ♣❛r é❣❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❥✉sq✉✬à ❛❜♦✉t✐r à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳
❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✱ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✉ ❝❛❧✲
❝✉❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①♣r✐♠é
❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s✱ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛✲
ç♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❬◆❖✼✾✱❙❤♦✽✹✱❙❙✽✾✱◆✐♣✾✶✱❇❙✾✻✱❘❙✵✶❪✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛✲
t✐q✉❡ ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♠♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s
♦♥t été é✈✐❞❡♠♠❡♥t é❧❛❜♦ré❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ sûr❡✱ q✉✐
✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉rs
♣r❡✉✈❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❬❏❑✾✶❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t ♠❛✐s ♣❧✉s ✏s✐♠♣❧❡✑✳
✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré♣été❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ t❡r♠✐♥❡ ❢♦r❝é♠❡♥t✳
✕ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳
P❧❛♥✳ ❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st str✉❝t✉ré ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡
♠❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✱ ❡♥ ❧❡s r❡♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❊▲❆◆✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t P❘❖❚❍❊❖ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✳ ❆♣rès
❝❡ ✭❜r❡❢✮ r❛♣♣❡❧ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❡st ♠♦✐♥s ❛❣ré❛❜❧❡ à ❧✐r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡
r❡st❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à ét✉❞✐❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✺ ❡t ✻ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡t ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡
❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ ❬❚r❛✵✼❪✳ ❈❡s s❡❝t✐♦♥s s✬❡♥ ✐♥s♣✐r❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐té ❞❛♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s T1 ∪ T2 ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❝é✲
❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T1 ❡t T2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ♦♥t s✉s❝✐té ✉♥ très ✈✐❢ ❡♥❣♦✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉rs ✐♥térêts ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❈❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❡t ♣❛r ❙❤♦st❛❦
❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ♠♦♥tr❡r✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❛✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❬❆❘❘✵✸❪ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✮
❡t ❧❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝✲
t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐st❡s ♦✉ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✏à ❧❛
♠❛✐♥✑ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
♣r♦♣♦sé ♣❛r ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❬▲▼✵✷❪✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡
r❡♣♦✉ss❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ♦ù ❧❡s
t❤é♦r✐❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❡t à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺
❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽ ♣rés❡♥t❡ ♠♦♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① r❛♣♣♦rtés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
réé❝r✐t✉r❡
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ s✬❛♣♣❡❧❡r ✏❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✑✱ ♠❛✐s ❥✬❛✐ ♣ré❢éré
r❡s✐t✉❡r ❞❛♥s s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♠♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ à ◆❛♥❝②✳ ❏✬❛✐ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❝r✉✱ à t♦rt✱ q✉✬❊▲❆◆ ét❛✐t ✉♥
❛❝r♦♥②♠❡ ♣♦✉r ✏❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▲♦❣✐q✉❡ ➚ ◆❛♥❝②✑✳
❘❡✈♦②♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♥✈❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ✿
❊▲❆◆ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t P❘❖❚❍❊❖✱ q✉✐ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ♦✛r❡
✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❬✷❪✳ ❙❡s ♦r✐❣✐♥❛❧✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❞✬✐♠✲
♣❧❛♥t❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥✲
té❣r❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✱ ❝♦♠♣✐❧é❡s ❞❡
❢❛ç♦♥ très ❡✣❝❛❝❡ ❀ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ✐✳❡✳
♣♦✉✈❛♥t r❡t♦✉r♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❞♦♥t ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❣éré❡
♣❛r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❀ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤♦✐①✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞♦♥♥é❡ à ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞é✜♥✐r s❡s ♣r♦♣r❡s str❛té❣✐❡s ❬✸❪✳ ❊▲❆◆ ❛ été ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡r ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs ❞❡ t❤é♦rè♠❡s✱ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s ♣r♦✲
❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❡t ✐❧ ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❧❡✉r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❊▲❆◆ ❛ ❞é♠❛rré ❛✈❡❝ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ✭✶✾✾✶✲
✾✹✮✱ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❛ ❧✬✐♥t❡r♣rét❡✉r ♣✉✐s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳
❉✬❛✉tr❡s t❤ès❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❊▲❆◆✱ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ✿
✕ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦② ❛ tr❛✈❛✐❧❧é à ❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ str❛✲
té❣✐❡s ❡t ❛ ♣♦sé ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬✷❪✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✼
✕ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛ tr❛✈❛✐❧❧é à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r
❊▲❆◆ ❬❑▼✵✶❪✳
✕ ❈❛r❧♦s ❈❛str♦ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❊▲❆◆ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❬❈❛s✾✽❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❈❙P✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ❘è❣❧❡s
✰ ❙tr❛té❣✐❡s q✉✬♦✛r❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❙♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ♠❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞❡✮ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥t❛♠é ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❊r✐❝ ▼♦♥❢r♦② s✉r
❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❬✸✺✱✹❪✳
❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✬❍é❧è♥❡ ❡t ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤✲
♥❡r tr❛✈❛✐❧❧❛✐❡♥t ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥ s✉r ❊▲❆◆✳ ❏✬ét❛✐s ❧✬✉♥❡ ❞❡s r❛r❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s
q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡✳ ▼♦♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❢✉t t❛r❞✐❢✱
✐❧ ❞❛t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛♣rès✲t❤ès❡✳ ❏❡ ♠❡ s✉✐s ❡♥ ❡✛❡t ✐♥tér❡ssé à ♣r♦t♦t②♣❡r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
q✉✬♦✛r❛✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❊▲❆◆ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs✮ ❡①t❡r♥❡s ❬✸✷✱✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ét❛✐❡♥t ❡♥❝♦❞é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ très
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ ❊▲❆◆✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡s ❛✈❛✐❡♥t été
❡♥❝❛♣s✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❡♣✉✐s ❊▲❆◆✳ ❖♥ ❢❛✐s❛✐t ✉s❛❣❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✉ s②stè♠❡ ❯♥✐❢ ❬❆❑✾✷❪ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ▼✳ ❆❞✐ ✭♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té✲❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✮ ❡t ❞♦♥t ❥✬❛ss✉r❛✐s ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ♠✬✐♥té❣r❡r ♣❧✉s ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ P❘❖❚❍❊❖ s✉✐t❡ à ♠♦♥
r❡❝r✉t❡♠❡♥t à ❧✬■◆❘■❆✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❡♥s✉✐t❡ ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❊▲❆◆✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳ ❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s
ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✷✳✶ ❯♥ ♣❛rs❡✉r ♣♦✉r ❊▲❆◆ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠ét❛✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❆❙❋✰❙❉❋
❈❡ ♣❛rs❡✉r ❢✉t ❝♦♥ç✉ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼❛r❦ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇r❛♥❞ ❬✸✾❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝✲
t✐❢ ét❛✐t ❞❡ r❡❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛rs❡✉r ❝❛r ❧❡ ♣❛rs❡✉r ❞✬❊▲❆◆✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✐♥té❣ré à ❧✬✐♥t❡r♣rét❡✉r✱ ét❛✐t ❞❡✈❡♥✉ tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❡t à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r✱
s✉✐t❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❛♣rès s❛ t❤ès❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❛✈❛✐t été ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ✉♥
❛✉tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ❧❡ ♠ét❛✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❆❙❋✰❙❉❋ ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ P❛✉❧ ❑❧✐♥t ❛✉ ❈❲■✳
✷✳✷ ❯♥ ✐♥t❡r♣rét❡✉r ❊▲❆◆
❏✬❛✐ ré❛❧✐sé ✉♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡✉r ❊▲❆◆ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡s ❆❚❡r♠s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❆❙❋✰❙❉❋✳ ❈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢✉t ❡♥✲
s✉✐t❡ r❡♣r✐s ♣❛r ▼❛r❦ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇r❛♥❞✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❛❜♦✉t✐✳ ❈❡t ✐♥t❡r♣ré✲
t❡✉r ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♥❡ s✬❡st ❥❛♠❛✐s s✉❜st✐t✉é à ❧✬✐♥t❡r♣rét❡✉r
✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❊▲❆◆ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦✳ ❏❡ ♥❡ s✉✐s ♣❛s sûr q✉✬✐❧ ❡♥ r❡st❡
❞❡s tr❛❝❡s é❝r✐t❡s ✭♠✐s à ♣❛rt ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪✮✱ ♥❡ s✉❜s✐st❡♥t q✉❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s
s♦✉✈❡♥✐rs✳
✷✳✸ ❯♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❈❆❙▲
❈❆❙▲ ❡st ❧❡ ▲❛♥❣❛❣❡ ❈♦♠♠✉♥ ❞❡ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❆❧❣é❜r✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❈♦❋■ ✭❈♦♠♠♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ■♥✐t✐❛t✐✈❡ ❢♦r ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♣❡✲
❝✐✜❝❛t✐♦♥s✮ q✉✐ ❛ r❛ss❡♠❜❧é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❡✉r♦♣é❡♥♥❡
tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈❆❙▲ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❆❙▲ s❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ♣❛r r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❛②❛♥t t♦✉s ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ❡t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❝♦♥s✐st❛♥t❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡st ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ✈ér✐✜❡r ❧❡✉r ♣r♦♣r✐étés✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❈❆❙▲ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❊▲❆◆✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✶✹❪ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❈❆❙▲ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞✬❊▲❆◆✱ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ✉♥ ❛♥❛❧②s❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❞❡ r❡♥❞r❡
❡①é❝✉t❛❜❧❡ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❈❆❙▲ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦t❡✉r ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❊▲❆◆ ✭✐♥t❡r♣rét❡✉r ♦✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✮✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❛ été
✐♠♣❧❛♥té ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡s ❆❚❡r♠s ❞✉ ♠ét❛✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❆❙❋✰❙❉❋✳ ■❧
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿
✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❈❆❙▲ ✭❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ♣❛r✲
s❡✉r ❈❆❙▲ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❇r❡♠❡♥✮ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡
❊▲❆◆✳
✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❊▲❆◆ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❘❊❋ ✭❘❡❞✉❝❡❞ ❊▲❆◆ ❋♦r♠❛t ❬✶❪✮ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✬❊▲❆◆✳
❈❡t ♦✉t✐❧ ❢✉t r❡♣r✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❋❊❘❯❙ ♣♦✉r ❧❛ ✏❘é✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♠✲
♣♦s❛♥ts ▲♦❣✐❝✐❡❧s✑ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆♥❛♠❛r✐❛
▼❛rt✐♥s ▼♦r❡✐r❛ ❡t ❉❛✈✐❞ ❉é❤❛r❜❡ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛t❛❧✱ ❇rés✐❧✮ q✉✐ ❢✉t ❢♦r♠❛✲
❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❥❡t ■◆❘■❆✲❈◆Pq ❬✺✱✶✺✱✷✶❪✳
✷✳✹ ❚❖▼ ✿ ❯♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐❢
▼❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ss✐❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡s ❆❚❡r♠s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡
❞❡ ❚❖▼✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ✈✐s✐t❡ à ◆❛♥❝② ❞❡ ▼❛r✐❛♥
❱✐tt❡❦ ✿ ♦♥ ♥❡ r❛♣♣❡❧❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❛ss❡③ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ à ◆❛♥❝②✳ ❏❡ ♠❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥❝♦r❡ très ❜✐❡♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦✲
♠❡♥t✳ ❏✬❛✈❛✐s ❧❛♥❝é ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭♠❛♥✉❡❧❧❡✱ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞✬✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊▲❆◆ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆❚♠❛t❝❤ ❞❡
❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡s ❆❚❡r♠s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❣❛✉❝❤❡s ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥❝♦r❡ ✿ ♣♦✉rq✉♦✐
♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣✐❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆❚♠❛t❝❤ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✾
❆❚❡r♠s✮ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✏♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡✑ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r
❊▲❆◆❄ ▲✬❛♥❝êtr❡ ❞❡ ❚❖▼ ✖ ♠t♦♠ ✖ ét❛✐t ♥é✳ ❯♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ❢✉t
ré❛❧✐sé ♣❛r ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ❞❛♥s ❧❡s ❥♦✉rs q✉✐ s✉✐✈✐r❡♥t✳ ❏✬❛✐ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛rt✐❝✐♣é✱ ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❡t ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦✱ ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡
❚❖▼ ❬✶✾✱✷✵❪✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❛✲
❧✐té ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠é❧❛♥❣❡r ❞❡s rè❣❧❡s à ❞✉ ❝♦❞❡ é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♠♣ér❛t✐❢✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈ ♦✉ ❏❛✈❛✳
❉❡♣✉✐s✱ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♠❡♥és s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❧❧❡r ❜✐❡♥ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✐♠❛❣✐♥❛✐t
❢❛✐r❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡♥✈✐s❛❣❡❛✐t✱ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❡ ❢✉t✉r ❞✬❊▲❆◆✳
✶✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✸ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❡t r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❛✈❡❝ é❣❛❧✐té ❡t ❛ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ q✉✐ s♦♥t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t st❛♥❞❛r❞s✳ ▲❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❢❛❝✉❧t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥
❧❡❝t❡✉r ❛✈❡rt✐✳
✸✳✶ ❚❡r♠❡s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡r♠❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❙♦✐t Σ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❢♦r♠é ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡
♣ré❞✐❝❛t✱ ❝❤❛❝✉♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛r✐té✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✏❂✑ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡
❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s Σ ❡t q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✐❞❡♥t✐té✳ ❯♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 0✲❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♥♦té X ✱ ♦✉ ♣❛r❢♦✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t X✳ ❯♥ Σ✲t❡r♠❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❢♦r♠é ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s Σ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s X ✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s Σ✲t❡r♠❡s ❡st ♥♦té T (Σ,X ) ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❡st ♥♦té❡ T (Σ,X )✳ ▲❡s t❡r♠❡s t|ω ❡t t[ω ←֓ u] ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲
t❡r♠❡ ❞❡ t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω✱ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡
s♦✉s✲t❡r♠❡ t|ω ♣❛r u✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✭r❡s♣✳ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡
❞❡ t✮ ❡st ♥♦té t(ω) ✭r❡s♣✳ t(ǫ)✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ♥♦té
V ar(t)✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ q✉✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡
❣r❡❝q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ σ✱ µ✱ λ✱ . . . ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡s t❡r♠❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✱ Dom(σ) = {x ∈ X | σ(x) 6= x}✱ ❡st
✜♥✐✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ é❝r✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥
♣♦st✲✜①é❡✱ ✐✳❡✳ tσ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ t ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✳ ▲❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s Ran(σ) = {xσ | x ∈ Dom(σ)}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ ❡st V Ran(σ) =
⋃
x∈Dom(σ) V ar(xσ)✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✶✶
σ ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ s✐ σ = σ ◦σ✱ ♦ù ◦ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ Dom(σ) ∩ V Ran(σ) = ∅✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t
✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s✳ ❯♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡
❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s V ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✱ ♥♦té❡ ξ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Dom(ξ) ⊆ V ❡t
Ran(ξ) ⊆ V \Dom(ξ)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s s✉r V ❡st ♥♦té IDV ✳
❙✐ l ❡t r s♦♥t ❞❡✉① Σ✲t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs l = r ❡st ✉♥❡ Σ✲é❣❛❧✐té ❡t ¬(l = r)
✭♥♦té ❛✉ss✐ l 6= r✮ ❡st ✉♥❡ Σ✲❞✐sé❣❛❧✐té✳ ❙✐ p ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t n✲❛✐r❡ ❞❛♥s Σ ❡t
t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s Σ✲t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs p(t1, . . . , tn) ❡st ✉♥ Σ✲❛t♦♠❡✳ ❯♥ Σ✲❧✐ttér❛❧
❡st ✉♥❡ Σ✲é❣❛❧✐té ♦✉ ✉♥❡ Σ✲❞✐sé❣❛❧✐té ♦✉ ✉♥ Σ✲❛t♦♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
Σ✲❛t♦♠❡✳ ❯♥❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡t ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❇♦♦❧é❡♥s ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
❞❡ Σ✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés
∧
i∈I xi = ti t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ σ = {xi → ti}i∈I ✱ σ̂ ❞és✐❣♥❡ ❧❛
❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés
⋃
i∈I{xi = ti}✳
❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ s❛♥s
é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ s♦✉✲
✈❡♥t ♥♦té❡ false ♦✉ ✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s q✉❛♥t✐✜é❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝❧♦s❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❢❡r♠é❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦st✲
✜①é❡✱ ✐✳❡✳ ϕσ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✳ P♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ t✱ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ t ❡st depth(t) = 0 s✐ t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t
depth(f(t1, . . . , tn)) = 1 + max{depth(ti) | i = 1, . . . , n}✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❡st ♣❧❛t s✐
s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st 0 ♦✉ 1✳ P♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ depth(l ⊲⊳ r) = depth(l) + depth(r)✱
♦ù ⊲⊳∈ {=, 6=}✳ ❯♥ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡st ♣❧❛t s✐ s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st 0 ♦✉ 1✳ ❯♥ ❧✐tté✲
r❛❧ ♥é❣❛t✐❢ ❡st ♣❧❛t s✐ s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st 0✳ ❯♥❡ ✭❞✐s✮é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡st ❛♣♣❡❧é❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❯♥ ❧✐ttér❛❧ q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ é❣❛❧✐té é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✐ ✉♥❡
❞✐sé❣❛❧✐té é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♥♦♥✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s S✱ E(S) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
V ar(S) q✉✐ s♦♥t é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ ❡t E(S) ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s S
s❛♥s êtr❡ ❞❛♥s E(S)✱ ✐✳❡✳ E(S) = S\E(S)✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ϕ ♦✉ Φ ❞és✐❣♥❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ Ω ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♥♦♥✲
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ E ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ∆ ❞és✐❣♥❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ E∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞ér✐✈é❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ E ♣❛r ré✢❡①✐✈✐té✱ s②♠♠étr✐❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈✐té✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞✬é❣❛❧✐tés
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ E′∗ ⊂ E∗✱ ♣♦✉r t♦✉t E′ ⊂ E✳
✸✳✷ ❚❤é♦r✐❡s
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ✈❛❧✐✲
❞✐té✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❊♥❞✼✷❛❪✳
❯♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ Σ✲str✉❝t✉r❡ M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ X ✈❡rs ✭❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡✮ M✳ ❯♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ α s✬ét❡♥❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✶✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s Σ✲t❡r♠❡s ✈❡rs M✱ ♥♦té α ♦✉ é❣❛❧❡♠❡♥t α ✭♣❛r ✉♥ ❧é❣❡r ❛❜✉s
❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ |=αM ϕ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❛ Σ✲str✉❝t✉r❡
M ❛✈❡❝ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ α✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ α s❛t✐s❢❛✐t ϕ ❞❛♥s M✳ ❯♥❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡
ϕ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ Σ✲str✉❝t✉r❡ M✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ M |= ϕ✱ s✐ |=αM ϕ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ α✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
❢❡r♠é❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❯♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s ♦♥t ♣♦✉r s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳ ❯♥❡ Σ✲str✉❝t✉r❡ M ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✬✉♥❡ Σ✲t❤❡♦r✐❡ T s✐ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ T ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s M✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡
❡st ❝♦♥s✐st❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t tr✐✈✐❛❧❡ s✐ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
s❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❡t
❝♦♥s✐st❡♥t❡s✳ ❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té E ❞♦♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t ❀ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s r❛✲
t✐♦♥♥❡❧s LA≤ ❡t s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ LA ❛✉① é❣❛❧✐tés ❡t ❞✐sé❣❛❧✐tés✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❡st
❝♦♠♣❧èt❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ϕ✱ ♦♥ ❛ ✿ ϕ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡
T ♦✉ ¬ϕ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ✳
❯♥❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s T ✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ T |= ϕ✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡
❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ✳ ❯♥❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ✳ ❉❡✉① Σ✲❢♦r♠✉❧❡s ϕ ❡t ψ s♦♥t éq✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❛♥s T s✐
♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❞❡ T ✱ ϕ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ψ ❡st
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s M✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T r❡✈✐❡♥t à
ét❛❜❧✐r s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ✭❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✮ ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T
❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ rés♦✉❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T ✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❞❡ T ∪S ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝❧♦s✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t ❝♦♥s✐❞❡ré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐
♥✬❛♣♣❛r❛îss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ T ✳ ❈❡tt❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞ér✐✈é❡s à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❬◆❘✵✶❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❧✐❜r❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✮✳ ❉❛♥s
❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✸✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❙♦✐❡♥t Σ1 ❡t Σ2 ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ✭✐✳❡✳ Σ1∩Σ2 = ∅✮ ❡t s♦✐❡♥t T1 ✉♥❡
Σ1✲t❤é♦r✐❡ ❡t T2 ✉♥❡ Σ2✲t❤é♦r✐❡✳ ❯♥ Σ1 ∪Σ2✲t❡r♠❡ t ❡st ✉♥ i✲t❡r♠❡ s✐ t ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ s✐ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(t1, ..., tn)✱ ❛✈❡❝ f ❞❛♥s Σi ✭♣♦✉r i = 1, 2 ❛♥❞
n ≥ 0✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ 1✲t❡r♠❡ ❡t ✉♥ 2✲t❡r♠❡✳ ❯♥
✶ ▲❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡
❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✈ér✐✜❡r q✉❡ S1 ∨ S2 ✭♦ù
S1 ❡t S2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✮ ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ r❡✈✐❡♥t à ✈ér✐✜❡r ❧❛
T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ S1 ♦✉ ❞❡ S2✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✶✸
s♦✉s✲t❡r♠❡ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ s ❞✬✉♥ i✲t❡r♠❡ ❡st étr❛♥❣❡r s✐ s ❡st ✉♥ j✲t❡r♠❡✱ ❡t t♦✉s
❧❡s s✉♣❡rt❡r♠❡s ❞❡ s s♦♥t ❞❡s i✲t❡r♠❡s✱ ♦ù i, j ∈ {1, 2} ❡t i 6= j✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ♦ù ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ étr❛♥❣❡r ❡st ♥♦té AlienPos(t)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ♥♦té Alien(t)✳
❯♥ i✲t❡r♠❡ ❡st i✲♣✉r s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs✳ ❯♥ ❧✐ttér❛❧
❡st i✲♣✉r s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s i✲♣✉rs✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♣✉r❡ s✬✐❧
❡①✐st❡ i ∈ {1, 2} t❡❧ q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❛♣♣❛r❛îss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st i✲♣✉r✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T1 ∪ T2 ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Σ1 ∪ Σ2✲❧✐ttér❛✉①✮
❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r T1 ❡t T2✳
P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s é❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ❡①✐st❡♥t ❡t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉r
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r T1 ❡t T2✱
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T1 ∪ T2✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r T1 ❡t T2✱ ❡t q✉❡❧❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐r❡ s✉r T1 ❡t T2✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ✉t✐❧❡s✳
✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❯♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ Φ ❞❡ Σ✲❧✐ttér❛✉① ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ✉♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T s✐ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
∨n
i=1 xi = yi ✭♦ù xi✱ yi s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t i = 1, ..., n✮ ♦♥ ❛ ✿
T |= (Φ→
∨n
i=1 xi = yi) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T |= (Φ→ xi = yi)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
i ∈ {1, ..., n}✳ ❯♥❡ Σ✲t❤❡♦r✐❡ T ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ t♦✉t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σ✲❧✐ttér❛✉①
❡st ❝♦♥✈❡①❡✳
❯♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T ❡st st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ✭❙■✲t❤é♦r✐❡ ❡♥ ❛❜ré❣é✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡
Σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥✜♥✐
❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ϕ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❯♥❡ ❈✲t❤é♦r✐❡ ❡st
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❯♥❡ ❈❙■✲t❤é♦r✐❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♥✈❡①❡✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❈✲t❤é♦r✐❡s ✭r❡s♣✳ ❙■✲t❤é♦r✐❡s✱ ❈❙■✲t❤é♦r✐❡s✮ ❡st ♥♦té❡ ❈ ✭r❡s♣✳ ❙■✱
❈❙■✮✳
❯♥ s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♥♦té❡ solve✮ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥
❡♥tré❡ ✉♥❡ Σ✲é❣❛❧✐té s = t t❡❧❧❡ q✉❡ ✭❛✮ solve(s = t) r❡t♦✉r♥❡ false s✐ T |= s 6= t✱
♦ù ✭❜✮ solve(s = t) r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ σ = {xi → ti}i∈I t❡❧❧❡
q✉❡ Dom(σ) = V ar(s = t)✱ V Ran(σ) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t
T |= s = t ⇔ ∃y˜.
∧
i∈I xi = ti✱ ♦ù y˜ = V Ran(σ)✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ solve(∅) r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳
✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞✬é❣❛❧✐tés Γ ∪{s = t}✳ ❙✐ σ = solve(s =
t) ❡t σ′ = solve(Γσ) s♦♥t ❞❡✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs solve(Γ ∪ {s = t})
r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ◦ σ′ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
V ar(Γ ∪ {s = t})✳ ❙✐♥♦♥✱ solve(Γ ∪ {s = t}) r❡t♦✉r♥❡ false✳
❯♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ Σ✲t❤❡♦r✐❡ T ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ✭♥♦té❡
canon✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Σ✲t❡r♠❡s ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ T |= s = t s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ canon(s) = canon(t)✳
✶✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ s❛♥s s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t q✉✐
❛❞♠❡t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡t ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r✳ ❯♥❡ ❙❍✲t❤é♦r✐❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦
st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❙❍✲t❤é♦r✐❡s ❡st ♥♦té❡ ❙❍✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ❡st ✉♥❡ ❙❍✲t❤é♦r✐❡✳
▲❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ❝❡❧❛ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡r à ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛♣✐❡rs ré❝❡♥ts
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▼❩✵✸❪✮✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❢✉t
♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❇❉❙✵✷❪✱ t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ s❛♥s ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧ ❡st st❛❜❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐❡✳
▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡t ❞✬✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
❙❍ ⊆ ❈❙■ ⊆ ❙■
✸✳✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❈r❛✐❣ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s Σ1 ❡t
Σ2✱ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s T1 ❡t T2 ❢♦r♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Σ1 ❡t Σ2 ❡t ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s
❢❡r♠é❡s ϕ1 ❡t ϕ2 ❢♦r♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Σ1 ❡t Σ2✳ ❙✐ ϕ1 ∧ ϕ2 ❡st T1 ∪ T2✲
✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ Σ1 ∩Σ2✲❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ψ t❡❧❧❡ q✉❡
✕ T1 |= ϕ1 ⇒ ψ✱
✕ ϕ2 ∧ ψ ❡st T2✲✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈r❛✐❣✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ψ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❞❡ ϕ1 ❡t ϕ2✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ s✐ ψ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❞❡ ϕ1 ❡t ϕ2✱ ❛❧♦rs
¬ψ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❞❡ ϕ2 ❡t ϕ1✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈r❛✐❣ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥ ❬❚❍✾✻❪✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s ϕ1 ❡t ϕ2 ♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❤é♦r✐❡s
❞✐s❥♦✐♥t❡s T1 ❡t T2✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛♥t ❞❡ ϕ1 ❡t ϕ2 ✭♦✉ ❞❡ ϕ2 ❡t ϕ1✮ q✉✐ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts s✉s❝✐t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ✈✐❢ ✐♥térêt ❬❨▼✵✺✱❙❙✵✽✱❈●❙✵✽✱●❑❚✵✾❪ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✲r❛✣♥❡♠❡♥t ✭❝❢✳
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❬▼❝▼✵✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭▲ö✇❡♥❤❡✐♠✲❙❦♦❧❡♠ ❯♣✇❛r❞ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ❙♦✐t Σ ✉♥❡ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ ✜♥✐❡✳ ❙✐ ✉♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡ κ ❛❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t κ′ ≥ κ✱ T ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡ κ′✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲ö✇❡♥❤❡✐♠✲❙❦♦❧❡♠ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ T2✮ ♣♦✉r s✬❛❧✐❣♥❡r s✉r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ T1✮✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s T1 ❡t T2 s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✶✺
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦♥s✐st❡♥t❡s ❢♦r♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s Σ1 ❡t Σ2✳
❙✐ T1 ∩ T2 ❡st ✉♥❡ Σ1 ∩Σ2✲t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❛❧♦rs T1 ∪ T2 ❡st ❝♦♥s✐st❡♥t❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧é✲
t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
●❤✐❧❛r❞✐ ❬●❤✐✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❞♠❡ttr❡
✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✱ ♦♥
❞✐s❝✉t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❛✉ ❝❛s
♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t✳
✸✳✹ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
◆♦s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬❏❑✾✶❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s = t ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ à t = s✳ ❊t❛♥t
❞♦♥♥és ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ Σ✲❛①✐♦♠❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s Σ✲é❣❛❧✐tés
♥♦té❡s l = r✮✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ =E ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ E
s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐té✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
=E ❡st ♥♦té❡ [t]E ✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ =E ❡st ré❣✉❧✐èr❡ s✐ V ar(l) = V ar(r)
♣♦✉r t♦✉t l = r ❞❛♥s E✱ ❡t ♥♦♥✲❡✛♦♥❞r❛♥t❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛①✐♦♠❡ l = x ❞❛♥s
E✱ ♦ù l ❡st ✉♥ Σ✲t❡r♠❡ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r ✉♥ ❧é❣❡r ❛❜✉s ❞❡
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ s♦✉✈❡♥t E ❛✈❡❝ s❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ =E ✳ ❖♥ ♥♦t❡
t ←→E t
′ s✐ t|ω = lσ ❡t t′ = t[ω ←֓ rσ] ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω✱ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ✱ ❡t ✉♥ ❛①✐♦♠❡ l = r ❞❡ E ✭♦✉ r = l✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✭❞✬❛①✐♦♠❡✱ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❡st ✉t✐❧❡✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t ←→E,ω t′ ✭❡t
t←→E,ω,(l=r),σ t
′✮ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ t←→E t′✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s Γ =
∧
k∈K sk =
?
E tk t❡❧❧❡ q✉❡ sk, tk s♦♥t ❞❡s Σ✲t❡r♠❡s✳
❙✐ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ tk ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❧✐❜r❡s✮✱ ❛❧♦rs Γ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ E✲✜❧tr❛❣❡✱ ♥♦té é❣❛❧❡♠❡♥t
∧
k∈K sk ≤
?
E tk✳
❙✐ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ sk, tk s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✮✱ ❛❧♦rs Γ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ♠♦❞✉❧♦ E✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ ❡st ✉♥❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦✉ E✲✉♥✐✜❝❛t❡✉r✮ ❞❡ Γ s✐ ∀k ∈ K, skσ =E tkσ✳
❯♥❡ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
∧
k∈K xk =
? tk t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ xk✱ ♣♦✉r k ∈ K✱ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭✏❞❛❣ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✑ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥∧
k∈K xk =
? tk t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré♣été❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✶ t❡r♠✐♥❡ ❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ σ = {xk 7→ tk}k∈K ✱ σ̂ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
∧
k∈K xk =
? tk
❡♥ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ⊤ ✭r❡s♣✳ ⊥✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✭r❡s♣✳ ❛✉❝✉♥❡✮ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✬✐❧s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E✲
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥s SUE(Γ ) ♣❡✉t êtr❡ s❝❤é♠❛t✐sé ❞❛♥s ✉♥❡
✶✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭r❡s♣✳ ❝♦♠♣❧❡t ♠✐♥✐✲
♠❛❧✮ ❞❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥♦té CSUE(Γ ) ✭r❡s♣✳ CSMGUE(Γ )✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ≤V ar(Γ )E ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✜♥✐t❛✐r❡ s✐ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡ s✐
t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥s
❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❛✉ ♣❧✉s 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜és ∃x˜ : Γ ✱ ♦ù x˜ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t Γ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t
❞❡ E✲s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ∃x˜ : Γ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ CSUE(Γ ) ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ CSUE(Γ ) ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s
x˜✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ SUE(Γ,C) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s E✲
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ Γ ♦ù C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ✭♦✉ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
t❡❧s✮ ✿
SUE(Γ,C) = {σ | σ ∈ SUE(Γ ) ∧ ∀c ∈ C, cσ = c}
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r SU<E (Γ,C) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s E✲s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ Γ ♦ù C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ❡t < ✉♥ ♦r❞r❡
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ Γ ✿
SU<E (Γ,C) = {σ | σ ∈ SUE(Γ,C) ∧ ∀x∀c ∈ C, x < c⇒ c 6∈ xσ}
❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❞❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦ù ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t
♦r✐❡♥tés ✿ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ −→R ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡←→E ✱ ❡①❝❡♣té q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t l → r ✐♥ R s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ s②♠♠étr✐q✉❡ r → l✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧ôt✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ s②♠♠étr✐❡✱ ré✢❡①✐✈✐té ❡t tr❛♥s✐t✐✈✐té✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R ❡st ❞✐t
❝♦♥✢✉❡♥t s✐
∗
←→R⊆
∗
−→R ◦
∗
←−R ❡t t❡r♠✐♥❛♥t s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡
t0 −→R t1 −→R · · · −→R tn −→R · · · ✳ ❯♥ t❡r♠❡ u ❡st ❞✐t ❡♥ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
✭♦✉ R✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✮ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ u′ t❡❧ q✉❡ u −→R u′✱ ❡t s✐ t
∗
−→R u✱ ❛❧♦rs
u ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ t✳ ▲♦rsq✉❡ R ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❝♦♥✢✉❡♥t ❡t t❡r♠✐♥❛♥t✱ ❛❧♦rs t♦✉t t❡r♠❡ t ❛❞♠❡t ✉♥❡ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐q✉❡✱
♥♦té❡ t↓R ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
σ↓R = {x 7→ xσ↓R}x∈Dom(σ)✱ ❡t s✐ Γ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛❧♦rs Γ↓R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r R✲♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ Γ ✳
✸✳✺ ❙②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ R ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ⊢R ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ Φ ⊢R Φ′
s✐ Φ′ ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ Φ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ R✳ ❙✐ ℓ ❡st ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ R ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ Φ ⊢R,ℓ Φ′✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡
⊢R✱ ♥♦té❡ ⊢∗R✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ R✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ R ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✮ Φ ⊢R Φ′ ⊢R Φ′′ ⊢R · · · ✳ ❯♥❡
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✶✼
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Rep
Γ ∧ x =? t
Γ{x 7→ t} ∧ x =? t
if t /∈ X , x /∈ V ar(t), x ∈ V ar(Γ )
❋✐❣✳ ✶✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ⊢R s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ R à ♣❛rt✐r ❞❡ Φ✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊢∗
R
❡st t❡r♠✐♥❛♥t❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ R ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❤é♦r✐❡ T ✱
s✐ Φ ⊢R Φ′ ❛❧♦rs Φ ❡t Φ′ s♦♥t T ✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ T |= (Φ ⇔ Φ′)✳ ❖♥
♥♦t❡ q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s Φ′ s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱
❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡r ❞❡s ❧✐ttér❛✉① s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❆✐♥s✐
❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ s❡r♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐
s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Φ;Φ′ ♦ù Φ ❡t Φ′ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s✮ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t✲✈✐r❣✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐
♥é❝❡ss❛✐r❡ Φ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦té❡ Γ,∆ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣ré❝✐s❡r q✉❡ Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✭✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❞✬é❣❛❧✐tés✱ ❡t ∆ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐tés✱
❧❛ ✈✐r❣✉❧❡ ét❛♥t ❧à ❡♥❝♦r❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳
✶✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✹ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
✭❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s✮✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✐♥s✐ à ré✲
s♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s T (Σ1 ∪ Σ2,X )/ =E1∪E2 ❡♥ ré✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T (Σ1,X )/ =E1 ❡t T (Σ2,X )/ =E2 ✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ♦✉ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ r❡♣♦s❡♥t
s✉r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❛
s♣é❝✐✜❝✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ✐♠♣✉r ♦✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♠♣✉r ❡♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉rs ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
✹✳✶ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥
■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥✱ q✉✐ ❢♦♥t ✉s❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ s②♠❜♦❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❡♥❝♦r❡ ❛♣✲
♣❡❧é❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮✳ ❆ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥
❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✱ t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✶✾
❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❬❨❡❧✽✼❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s
❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❬❚✐❞✽✻❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻ ✭❬❙❙✽✾✱❇❙✾✻❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛❞♠❡t✲
t❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞é✲
❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss ❬❙❙✽✾❪ ✭♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮ ❡t ♣❛r ❇❛❛❞❡r✲
❙❝❤✉❧③ ❬❇❙✾✻❪ ✭♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♥❞✉❡ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✱ ❡t q✉✐ ❛ ♦❝❝✉❧té t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s très ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ q✉✐ ❛ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❣é♥ér❛❧❡✮ ❡t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
✭❣é♥ér❛❧❡✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ rés♦✉❞r❡ sé♣❛r❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣✉rs
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥ ré❝✉♣èr❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳
❉❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡r ✿
❈♦♥✢✐t ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❯♥❡ ♠é♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x s❡ tr♦✉✈❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ✈❛ s✬✐♥st❛♥❝✐❡r x✱ ❡♥ ❜❧♦q✉❛♥t s♦♥ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡✳
P♦✉r ❜❧♦q✉❡r ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r x ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❧✐❜r❡ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛②❛♥t
♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t
♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✭❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✮ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s✳
❈②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✮ ♥✬❡st
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s rés♦❧✉❡s✱ ♦ù
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t rés♦❧✉❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❡♥❝♦r❡ ♣♦s❡r
♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
x1 = t1[y2] ∧ y2 = t2[x1]
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ t❡❧ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ < s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦♥st❛♥t❡s✮ ♣❛rt❛❣é❡s ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥❡❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♠♣♦sé ♣❛r <✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r σ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞♦♥♥é ♣❛r
< s✐ ♦♥ ❛ ✿ c /∈ σ(x) ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ c t❡❧❧❡s q✉❡ x < c✳
✷✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❝❛ss❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
♦r❞r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ x1 < y2 ♦✉ y2 < x1✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❢❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s
❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ✿
✕ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
✕ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
✕ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
♣✉✐s à ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡t ❞❡
❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé✳
▲❡♠♠❡ ✶ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t E1 ❡t E2
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ Γ1 ❡t Γ2 ♣✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s E1 ❡t E2✳ ❙♦✐t V ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
V ar(Γ1) ∩ V ar(Γ2)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SF (Γ1 ∧ Γ2) ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s
ξ̂ ∧ σ̂1 ∧ σ̂2
t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ξ ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r V ✱
✕ σi ∈ CSU
<
Ei
(Γiξ, Vj) ♣♦✉r i, j = 1, 2✱ i 6= j✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s✲
❥♦✐♥ts V1 ❡t V2 t❡❧s q✉❡ V1 ∪ V2 = V ξ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ < s✉r
V1 ∪ V2✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ SF (Γ1∧Γ2) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s rés♦❧✉❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥st✐✲
t✉❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ E1 ∪ E2✲✉♥✐✜❝❛t❡✉rs ♣♦✉r Γ1 ∧ Γ2✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✉♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼ ✭❬❇❙✾✻❪✮✳ ▲✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✭✜♥✐t❛✐r❡✮ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✭✜✲
♥✐t❛✐r❡✮✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❡✉t
êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s s✉✐✈✐ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss
❬❙❙✽✾❪ ♣✉✐s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇♦✉❞❡t ❬❇♦✉✾✸❪✱ q✉✬♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✱ ♦ù ❧✬✐❞é❡
❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧♦rsq✉✬✐❧s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡
❞❡s ❝❤♦✐① q✉❡ s✐ ❝❡❧❛ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇♦✉❞❡t
❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❖♥ ② ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱MEi ❡t ArcEi ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡st
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ SUEi(Γ ∧MEi(y)) = {σ | σ ∈ SUEi(Γ ), yσ ∈ X}
✕ SUEi(Γ ∧ArcEi(x, y)) = {σ | σ ∈ SUEi(Γ ), xσ ∈ X , ❛♥❞ xσ /∈ V ar(yσ)}
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✷✶
❉❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛rq✉é❡s
❞❛♥s MEi s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ à ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣rès✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ArcEi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ à ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣rès✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥s✲
tr✉✐r❡ ❡t ré❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s
♥♦♥✲❡✛♦♥❞r❛♥t❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✿
✕ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✱ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
✕ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡t
❧❡s ❝②❝❧❡s ❝♦♠♣♦sés ♦♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s ❛✈♦✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✷✮✳
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
if

ω ∈ AlienPos(t)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
IE
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
if
8<
:
s ∈ T (Σ1,X )\X ,
t ∈ T (Σ2,X )\X
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Ei✲Res
+
Γi
∃xi : bσi if σi ∈ CSUEi(Γi),xi = V ar( bσi)\V ar(Γi).
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Conflict
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
⊥
if s(ǫ) ∈ Σ1, t(ǫ) ∈ Σ2
Cycle
Γ ∧ x1 =
? t1[x2] ∧ x2 =
? t2 ∧ · · · ∧ x2n =
? t2n[x1]
⊥
✐❢ si ∈ T (Σ1,X )\X ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❞❞ i = 1, . . . , 2n− 1 ❛♥❞ tj ∈ T (Σ2,X )\X ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥
j = 2, . . . , 2n✳
❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s
✷✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
if

ω ∈ AlienPos(t)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
IE
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
if
8<
:
s ∈ T (Σ1,X )\X
t ∈ T (Σ2,X )\X
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Ei✲Res
+
Γi
∃xi : bσi if

σi ∈ CSUEi(Γi)
xi = V ar( bσi)\V ar(Γi)
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Conflict
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t ∧MEi(x)
if

s(ǫ) ∈ Σ1, t(ǫ) ∈ Σ2
VarRep ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
Cycle
Γ ∧ y =? t[x]
Γ ∧ y =? t[x] ∧ (MEi(y) ∨ArcEi(x, y))
✐❢
8<
:
y =? t[x] ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡ ♦❢ Γ
t ∈ T (Σi,X )\X
VarRep ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
❋✐❣✳ ✸✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s
❛✉t❡✉rs à ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✕ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❇❙✾✺❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s q✉❛s✐✲❧✐❜r❡s ❬❇❙✾✽❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❬❇❛❛✾✼❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬❙❑✵✶❪✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❡t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✷✸
✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❧✐❜r❡s✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❚✐❞❡♥ ❬❚✐❞✽✻❪ ❡t ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss ❬❙❙✽✾❪✳ ❈❡s ❞❡✉①
❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été r❡♣r✐s❡ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ◆✐♣❦♦✇ ❬◆✐♣✾✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ▼❛✐s t♦✉s ❝❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬♦♥t q✉❡ r❡❞é❝♦✉✈❡rt ✉♥ rés✉❧t❛t
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r à P✐❣♦③③✐ ❬P✐❣✼✹❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①❤✐❜❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t✱ ♦ù ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❧❛ sé✲
❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❤étér♦❣è♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥ t❡r♠❡ ✐♠♣✉r t ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s s✐ s❡s s♦✉s✲
t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs ❧❡ s♦♥t ❡t s✐ t ♥✬❡st ♣❛s à é❣❛❧ à ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs✳
❯♥ t❡r♠❡ ♣✉r ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✳
❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s ♣❡✉t
êtr❡ r❡♥❞✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣râ❝❡ å ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r
❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r ❡st é❣❛❧ à ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ✐♠♣✉r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs
❞❡ t✳ ❙♦✐t t′ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s étr❛♥❣❡rs
♣❛r ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❛♣♣❧✐q✉é
à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ x =? t′ ✭♦ù x ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
x =? t′′ t❡❧❧❡ q✉❡ t′′ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ E1 ∪E2✲é❣❛❧ à t ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❝♦♥s✐❞érés ♦♥t été ♠✐s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r
❝♦✉❝❤❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✱ t♦✉t
t❡r♠❡ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✺✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s s♦♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r
❝♦✉❝❤❡s✳
✷✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✶✳ Purification
❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
VA
x =? t
∃x1, . . . , xn : x =
? t[x1]ω1 · · · [xn]ωn ∧
n^
i=1
xi =
? t|ωi
if

AlienPos(s) = {ω1, . . . , ωn}
x1, . . . , xn ❛r❡ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✷✳ Identification
❆♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃x, y : Γ ∧ x =? s ∧ y =? t
∃x : Γ{y 7→ x} ∧ x =? s
if s =E1∪E2 t
✸✳ Collapsing
❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ ∧ x =? t[c]
Γ ∧ x =? c
if t ∈ T (Σi,X )\X , t[c] =Ei c, c ✐s ❛ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥t
✹✳ Heterogenization
❆♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃x : Γ ∧ x =? s
Γ{x 7→ s}
❋✐❣✳ ✹✳ ❊✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✷✺
✶✳ Purification
❆♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s[x]ω =? t ∧ x =? s|ω
if

ω ∈ AlienPos(s)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
✷✳ Identification
❆♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃x, y : Γ ∧ x =? s ∧ y =? t
∃x : Γ{y 7→ x} ∧ x =? s
if s, t ∈ T (Σi,X ), s =Ei t
✸✳ Decision
❆♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Γ ∧ s =? t
Γ
if s =Ei t
Γ ∧ s =? t
⊥
if s 6=Ei t
∃x : Γ ∧ x =? s
Γ
if x /∈ V ar(Γ )
❋✐❣✳ ✺✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s
✷✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✹✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ◆✐♣❦♦✇ ❬◆✐♣✾✶❪
❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧
❧❡ ❝❛s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡st tr❛✐té ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ P♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✱ ✐❧ ♥❡ s✉✣t
♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à rés♦✉❞r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❤étér♦❣è♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ♠❛✐s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ✈r❛✐s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t å ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✱ ♦ù ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s
q✉✐ ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
✹✳✸✳✶ ❚❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s
▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r ♥❡
♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ rés♦❧✉❡ ♠❛✐s ❞❡s ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥ s ≤?E1∪E2 t ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ s ❡st ♣✉r✱
❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s E1 ❡t E2✱ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ étr❛♥❣❡r ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ sσ =E1∪E2 t ❡st E1 ∪ E2✲é❣❛❧ à ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡
étr❛♥❣❡r ❞❡ t q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❝❧♦s✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞✬✏✐❞❡♥t✐✜❡r✑
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ étr❛♥❣❡r ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡
❞r♦✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣✉rs à ❣❛✉❝❤❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
rés♦❧✉s ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥✲
t❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾ ✭❬✸✵❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s
❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡✳
✹✳✸✳✷ ❚❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❖♥ ♥❡ s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡ ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ rés♦❧✉❡ x =? s✳ ❉❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥s rés♦❧✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ x ≤? t✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r x =? s ❡t x ≤? t ❡♥ s ≤? t ❡t x ≤? t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ✭❬◆✐♣✾✶❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✷✼
VA(RCF)
Γ ∧ s ≤? t_
(ω,ω′)∈AP
∃x : Γ ∧ s[ω ←֓ x] ≤? t ∧ s|ω ≤
? t|ω′ ∧ x ≤
? t|ω′
if
8><
>:
AP = AlienPos(s)×AlienPos(t)
s /∈ T (Σi,X )
s(ǫ), t(ǫ) ∈ Σi
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Conflict
Γ ∧ s ≤? t
⊥
if s(ǫ) ∈ Σi, t(ǫ) /∈ Σi
❋✐❣✳ ✻✳ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s
LeftVA
Γ ∧ s ≤? t
Γ ∧ s[ω ←֓ x] ≤? t ∧ x =? s|ω
if

ω ∈ AlienPos(s)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Merge
Γ ∧ x ≤? t ∧ x =? s
Γ ∧ x ≤? t ∧ s ≤? t
MatchRes
Γ ∧ s ≤? t
Γ ∧
V
k∈K xk ≤
? tk
if

s ∈ T (Σi,X )\X
{xk 7→ tk}k∈K ∈ CSUEi(s ≤
? t)
Delete
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′
Γ ∧ x ≤? t
if t =E t
′
Fail
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′
⊥
if t 6=E t
′
❋✐❣✳ ✼✳ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s
✷✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✹✳✸✳✸ ❚❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦s❡ ♣♦✉rt❛♥t
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬◆✐♣✾✶❪✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s tr♦✐s t❤é♦r✐❡s E1 = {f(f(x)) = a}✱ E2 = {g(x, x) =
x} ❡t
E3 = DA =


x+ (y + z) = (x+ y) + z
x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z
(x+ y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z
▲❛ t❤é♦r✐❡ E1 ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s E2, E3 s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st
❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ✿
✕ ❧❛ E1✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ❡st ❡♥ ❡✛❡t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱
✕ ❧❛ E2✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❍❡r✽✼❪✱
✕ ❧❛ t❤é♦r✐❡ E3 ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❬❙③❛✽✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t
✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ E1 ∪E2 ∪E3✲✜❧tr❛❣❡ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ E3✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
❙♦✐❡♥t s, t ∈ T ({+, ∗},X )✳ ▲❛ ✜❧tr❡✲éq✉❛t✐♦♥
f(g(f(s), f(t)) ≤? a
❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s E1 ∪ E2 ∪ E3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
g(f(s), f(t)) =? f(x) ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡
⇔ f(s) =? f(t) ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡
⇔ s =? t ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡
▲✬éq✉❛t✐♦♥ s =? t ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s E1∪E2∪E3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s =
? t ❡st
✉♥✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s E3 = DA✳ ❖r ❧❛ DA✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❡ E1 ∪E2 ∪E3✲✜❧tr❛❣❡ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
t❤é♦r✐❡s E1, E2 ❡t E3✳
❉❛♥s ❬✷✾✱✸✵❪✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✱ ♦✉ ❞❡ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✱ q✉✐ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞✐t❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s
♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ét❛♥t s✉♣❡r✢✉❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳
✹✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ✈s✳ ✜❧tr❛❣❡ ❣é♥ér❛❧
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡
❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ E✲✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ s②♠❜♦❧❡s ❧✐❜r❡s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✷✾
✭♦✉ E✲✜❧tr❛❣❡ ❣é♥ér❛❧✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ E✲✜❧tr❛❣❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st✲❡❧❧❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❄ ❖♥ ré♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❬✸✸❪✱ ♦ù ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
✭♠✉❧t✐✲s♦rté❡✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❣é♥ér❛❧
❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t DA ✭❝❢✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✶✮ ❡t
❞✬❛✉tr❡s ❛①✐♦♠❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ✈❡rs✉s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❧✉s ❄ ▼ê♠❡ s✐ t♦✉t ❧❛✐ss❡ à ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ❡①✐st❡✱
❛✉❝✉♥ tr❛✈❛✐❧✱ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♥❡ ❧✬❛ ❡♥❝♦r❡ ♠♦♥tré✳
✹✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s
♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❬✷✽❪ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛✲
t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❬✻❪✱ q✉✐ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥
tr♦✉✈❡ ❡♥ réé❝r✐t✉r❡✱ ♦ù ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❛✉
s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ rè❣❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r r❡♥❞ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❧❛ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜✲
❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❬✻❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ét❡♥❞❡♥t ❝❡✉① ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡t r❡♥❞✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡
s✉r t♦✉t ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣❛rt❛❣é ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡
♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ♦♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡s✲
tr❡✐♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❬✻❪ ❛ q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬❛①✐♦♠❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❛ été ét✉❞✐é❡
❞❛♥s ❬✸✹❪✱ ♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✿
✕ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛rt❛❣é❡✱
✕ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❛rt❛❣és s♦♥t ✏❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✑
❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ R ❡t E✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❡♥❞ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ② ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
✸✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✺ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❬◆❖✼✾❪ ❡t ❙❤♦st❛❦ ❬❙❤♦✽✹❪✱
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ s✉s❝✐t❡♥t ✉♥ ✈✐❢ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ❛✈❡❝ ❧✬❛✈è✲
♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠♦❞❡r♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ▼♦❞✉❧♦ ❞❡s ❚❤é♦r✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❙▼❚✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❚❤é♦r✐❡s ❛✉ ♣❧✉r✐❡❧ ❡t ❞♦♥❝ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s
❞❡ t❤é♦r✐❡s✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛♣✐❡rs ♦♥t ❝❧❛r✐✜é ❧❡s s✉❜t✐❧✐tés ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡✉rs r❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥ ❬❈▲❙✾✻✱❘❙✵✶✱❇❉❙✵✷✱❑❛♣✵✷✱●❛♥✵✷✱❈❑✵✸❜✱❘❙✵✷✱❈❑✵✸❛✱▼❩✵✸❪✳ ▼❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♣❛♣✐❡rs ♠❛♥q✉❡♥t ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t tr♦✉❜❧❡r ❧❡s ♥♦♥✲❡①♣❡rts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛♣✐❡rs ✉t✐❧✐s❡♥t
❞✉ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s
❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s
✭❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✮ r❡s♣❡❝t✐❢s ✿ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❡t ❙❤♦st❛❦ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts
s♦♥t r❡❢♦r♠✉❧és ❡t ♣r♦✉✈és ❝♦rr❡❝ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t s✐♠♣❧❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ à s❛✲
✈♦✐r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ✭❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦té❡ ❙❍✮ ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ✭❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦té❡ ❈❙■✮✱ ❡t ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❤é♦✲
r✐❡s ❞❡ ❙❤♦st❛❦ s♦♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✭❧❛ ❝❧❛ss❡ ❙❍ ❡st
✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❙■✮✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ét✉❞✐❡r tr♦✐s s❝é♥❛r✐♦s
❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s ✿ ✭❛✮ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■✱
✭❜✮ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍✱ ✭❝✮ ❧✬✉♥❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❙❍ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❈❙■✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛♣✐❡rs ré❝❡♥ts✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ✭❜✮ ❡st
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ✭❛✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸✶
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ✭❝✮ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡✉① ♣♦✉r ✭❛✮ ❡t
✭❜✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ✜♥❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❛✈❡❝ ❞❡s str❛té❣✐❡s✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❬❈❑✵✸❛❪✱ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ✐❝✐✱ ❝❛r
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s à ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té q✉✬à ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳
◆♦tr❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ s❡rt ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ Pr❡♠✐èr❡✲
♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉①✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣rés❡♥t❡r
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
✐♥tér❡ssé❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
♥♦♥✲❡①♣❡rts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é✲
♣❛rt ♣♦✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts
❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s t❤❡♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍ ❡st ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs
❬❈❑✵✸❜❪ ✿ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té✱ ♣❧✉s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❙❍✱ ♣❡✉t ♥♦✉s ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✭❝✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s r❛✐✲
s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡t ❣é♥ér❛❧✐té ✿ s♦❧✈❡✉rs ❡t ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❞❛♥s ❙❍ ❞ér✐✈❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❝♦♦♣èr❡♥t à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦sé✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s
t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❛②❛♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞♠❡ttr❡
❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❡✛❡t ❞❡ ❜♦r❞
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ✭♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s s✉❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ❡t ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳
✺✳✶ ▲❡♠♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❙♦✐❡♥t V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t E ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r V ✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ V ♣❛r r❛♣♣♦rt à E✱ ♥♦té ♣❛r arr(V,E)✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés arr=(V,E) = {x = y | (x, y) ∈ E} ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞✐sé❣❛❧✐tés arr6=(V,E) = {x 6= y | (x, y) ∈ (V × V ) \ E}✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à n é❧é♠❡♥ts ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à n é❧é♠❡♥ts✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡❧❧ ✿
Bn+1 =
n∑
k=0
(
n
k
)
Bk, ♦ù
(
n
k
)
=
n!
k!(n− k)!
▲❡♠♠❡ ✸ ✭❬✸✻❪✮✳ ❙✐ T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs
t♦✉t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ Φ1 ∧ Φ2 ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣✉r❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st T1 ∪ T2✲
s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ E s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✸✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s V = V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2) t❡❧❧❡ q✉❡ Φi ∪ arr(V,E) ❡st Ti✲
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ Mi ✭♣♦✉r i = 1, 2✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s s♦♥t st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷
✭▲ö✇❡♥❤❡✐♠✲❙❦♦❧❡♠ ❯♣✇❛r❞ ❚❤❡♦r❡♠✮✳
▲❡♠♠❡ ✹ ✭❬✸✻❪✮✳ ❙✐ T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s
❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ Φ1 ∧Φ2 ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣✉r❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❡st T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ E s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s V = V ar(Φ1)∩V ar(Φ2) t❡❧❧❡ q✉❡ Φi∪arr(V,E)
❡st Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣♦✉r i = 1, 2✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐té ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❡ ✶✮✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛rt❛❣é❡s✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❞✉❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ✭❝❢✳
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦✉❞❡t✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✲
❞✉❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NOnc
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ NOnc1 ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❡t NO
nc
2 ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡
NOnc1 ♣❛r s②♠étr✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ NO
nc ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1 ∪ T2✲
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s
❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✭♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✮ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré♣été❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ NOnc ❡st T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❧♦rs✲
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ false✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ Deduction ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡
❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ♣❡✉t êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✏❞ét❡r♠✐♥✐st❡✑ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳
■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡❧❛t✐✈✐s❡r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✉ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ✏❞ét❡r♠✐♥✐st❡✑✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ s❡r❛
q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❛♠❡♥é à ❢❛✐r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ✏❣✉❡ss✐♥❣✑ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞é❞✉✐t❡s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
✺✳✷ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s T1 ❡t T2 ❞❛♥s ❈❙■✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❞❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T1 ❡t T2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NO
❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ NO1✱ ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ❡t NO2✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ NO1 ♣❛r
s②♠♠étr✐❡✷✳
✷ ❯♥❡ rè❣❧❡ s②♠♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r T2 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r T1 ❡♥ é❝❤❛♥✲
❣❡❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1 ❡t 2✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♠♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r T2 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸✸
Contradiction1
Φ1;Φ2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;Φ2_
k∈K
(Φ1 ∪ {xk = yk};Φ2 ∪ {xk = yk})
if
8>>><
>>>:
Φ1 ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
Φ2 ✐s T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
T1 |= Φ1 ⇒
W
k∈K xk = yk
∀K′ ⊂ K, T1 6|= Φ1 ⇒
W
k∈K′ xk = yk
∀k ∈ K, T2 6|= Φ2 ⇒ xk = ykS
k∈K{xk, yk} ⊆ V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2)
❋✐❣✳ ✽✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NOnc1
NO ♣r❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Φ1;Φ2 ♦ù Φi ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
Σi✲❧✐ttér❛✉① ✭i = 1, 2✮✳ ▲❛ rè❣❧❡ Contradiction1 ❞ét❡❝t❡ ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ Φ1
❞❛♥s T1 ✭❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Φ1 ∧ Φ2 ❞❛♥s T1 ∪ T2✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ Deduction1 ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛rt❛❣é❡s ❞é❞✉✐t❡s ❞❛♥s T1 ✈❡rs T2 ✭s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ é❣❛❧✐té x = y ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡
Φ1 ❞❛♥s T1 ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ Φ1 ∪ {x 6= y} ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ NO ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s
T1 ∪ T2✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳ ▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s❡
♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥tr❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡
Deduction ❢❛✐t ❞é❝r♦îtr❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡
rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❈❙■ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
✺✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❛♥s ❙❍✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
q✉✬✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r canoni ❡t ✉♥ s♦❧✈❡✉r solvei s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r Ti ✭i = 1, 2✮✳
❞❡s rè❣❧❡s s②♠♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r T2 ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r T1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡✲
r♦♥s ❧❡s ♥♦♠s ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1, 2 ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ s②♠♠étr✐q✉❡✱
♠❛✐s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ♦♠✐s ❧♦rsq✉❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳
✸✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Contradiction1
Φ1;Φ2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;Φ2
Φ1;Φ2 ∪ {x = y}
if
8><
>:
Φ1 is T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
Φ2 ∧ x 6= y ✐s T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2)
❋✐❣✳ ✾✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NO1
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ SH ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ SH1 ♣rés❡♥té ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❡t SH2 ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ SH1 ♣❛r s②♠♠étr✐❡✳
SH ♣r❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ1, ∆1;Γ2, ∆2✱ ♦ù Γi ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ Σi✲é❣❛❧✐tés ❡t ∆i ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Σi✲❞✐sé❣❛❧✐tés ♣♦✉r i = 1, 2✳ ▲❛ rè❣❧❡
Solve− fail1 r❛♣♣♦rt❡ ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ Γ1 ❞❛♥s T1 ✭❡t ❛✐♥s✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Γ1∧∆1∧Γ2∧
∆2 ❞❛♥s T1 ∪ T2✮ ❞ét❡❝té ♣❛r solve1✳ ▲❛ rè❣❧❡ Solve− success1 r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s Σ1✲
é❣❛❧✐tés ❞❡ Γ1 ♣❛r ❧❡✉r ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t solve1✳ ❈❡❝✐
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s rés♦❧✉❡s ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉é❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s✱ ✈♦✐r Deduction1✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs ♣♦✉r ♥♦r♠❛❧✐s❡r
❧❡s t❡r♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ❞♦♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡
✭✈♦✐r Contradiction1✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❞✐sé❣❛❧✐tés
✉♥❡ ♣❛r ✉♥❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2 ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍ à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❡t ❞❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❙♦✐t SH ❧❡ s②stè♠❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ SH1 ∪ SH2✱ ♦ù SH1 ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❡t
SH2 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s②♠♠étr✐❡✳ SH ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳
✺✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❈❙■ ❡t ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❞❛♥s ❙❍
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ T1 ❡st ❞❛♥s ❈❙■ ❡t q✉❡ T2 ❡st ❞❛♥s ❙❍✳ ❈❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té E ♥✬❡st
♣❛s ❞❛♥s ❙❍✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NS ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ♦❜t❡♥✉
❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ NO1 ✭❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✮ ❡t ❞✬✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ SH2 ✭✈❡rs✐♦♥ s②♠♠étr✐q✉❡ ❞❡ SH1 ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ▲❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ NO1 ✭r❡s♣✳ SH2✮ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Φ1;Φ2
✭r❡s♣✳ Γ1, ∆1;Γ2, ∆2✮ ❛✈❡❝ Φ1;Γ2, ∆2✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s
Deduction ❞❡ NS s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸✺
Solve− fail1
Γ1, ∆1;Γ2, ∆2
false
if solve1(Γ1) = false
Solve− success1
Γ1, ∆1;Γ2, ∆2cσ1, ∆1;Γ2, ∆2 if

Γ1 ✐s ♥♦t ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✱
σ1 = solve1(Γ1) 6= false
Contradiction1 cσ1, ∆1 ∪ {s 6= t};Γ2, ∆2
false
if canon1(sσ1) = canon1(tσ1)
Deduction1
cσ1, ∆1;cσ2, ∆2cσ1, ∆1;cσ2 ∪ {x = y}, ∆2 if
8<
:
canon1(xσ1) = canon1(yσ1)✱
canon2(xσ2) 6= canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(cσ1) ∩ V ar(cσ2)
❋✐❣✳ ✶✵✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ SH1
Deduction ❞❡ NO ❡t SH✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ NS ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré❡ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r NO ❡t SH✳
NS ❝❛♣t✉r❡ ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❡t ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❇❉❙✵✷❪✳ P♦✉r ✐♠✐t❡r
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ♣❧✉s ✜♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❈❑✵✸❛❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2 ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡
T1 ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❈❙■ ❞♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t T2
❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❙❍ ❞♦♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡t ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡ s②s✲
tè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NS ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ k t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■ ❡t
❞❡ n t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❝♦♥s✐st❡ à ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
k t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❈❙■ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ à ✉♥❡ ❧❡s n t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t n ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NS✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ à ♣❧❛t ❧❡s k + n t❤é♦r✐❡s
❡t à ❣é♥ér❛❧✐s❡r NS ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡ ❢♦r♠❡
Φ1; . . . ;Φk;Γk+1, ∆k+1; . . . ;Γk+n, ∆k+n
❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s
à ❞é❝r✐r❡ ✭♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❜✐❡♥✮✳
■❧ ❡st ❞♦♠♠❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❙❍✳
✸✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Contradiction1
Φ1;Γ2, ∆2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;cσ2, ∆2
Φ1;cσ2 ∪ {x = y}, ∆2 if
8><
>:
Φ1 ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡,
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
canon2(xσ2) 6= canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(cσ2)
Solve− fail2
Φ1;Γ2, ∆2
false
if solve2(Γ2) = false
Solve− success2
Φ1;Γ2, ∆2
Φ1;cσ2, ∆2 if

Γ2 ✐s ♥♦t ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✱
σ2 = solve2(Γ2) 6= false
Contradiction2
Φ1;cσ2, ∆2 ∪ {s 6= t}
false
if canon2(sσ2) = canon2(tσ2)
Deduction2
Φ1;cσ2, ∆2
Φ1 ∪ {x = y};cσ2, ∆2 if
8<
:
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
canon2(xσ2) = canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(cσ2)
❋✐❣✳ ✶✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ NS
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♥ ♠♦✲
❞✉❧❛r✐té✳
✺✳✺ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs
ét❡♥❞✉s
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧❛✐ss❡ ♦✉✈❡rt❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡t ❧❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs✳
❊♥ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉
❬✷✺❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❡r ❞❡s t❡r♠❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ❞✬éq✉❛t✐♦♥s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐✳❡✳ T |= Γ ⇒ s = t✱ s❡ ré❞✉✐s❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ecan(Γ )(s) = ecan(Γ )(t)✱ ♦ù ecan(Γ )(s) ❡t
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸✼
ecan(Γ )(t) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✏❢♦r♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ét❡♥❞✉❡s✑ ❞❡ s ❡t t✳ ❯♥
❝♦♥❝❡♣t s✐♠✐❧❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❘❙✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡t s❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❡st ❛✉ss✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡
❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❙❤♦st❛❦✳ ❉❛♥s ❬❘❙✵✷❪✱ ✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❙❤♦st❛❦ ❛②❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡t
❞❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡
tr❛✈❛✐❧ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ❡st ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs ét❡♥❞✉s ♣♦✉r ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡✉r ✉♥✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡s ❝❛♥♦♥✐s❡✉rs ét❡♥❞✉s ❡st q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❛✲
♥♦♥✐s❡✉rs ❡t s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s SH✱ ♦✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s
t❤é♦r✐❡s ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✈❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ♦✛r❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡
♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ✭❬✷✺❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❛❞✲
♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r ét❡♥❞✉ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
✺✳✻ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞é✲
❞✉✐t❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞♦♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡✛❡t ❞❡ ❜♦r❞ ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞é✲
❞✉✐t❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés✳
P♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❙❍✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡
à ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ✉t✐❧✐sé ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♣✉✐s ✉♥ ❝❛♥♦♥✐s❡✉r
♣♦✉r ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t Φ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s E ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t
✭♣♦✉r Φ ♠♦❞✉❧♦ T ✮ s✐✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t x, y ∈ V ar(Φ)✱ ♦♥ ❛ T |= Φ ⇒ x =
y ✐✛ E |= x = y✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦té❡ DCT ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ Φ ❡st T ✲✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
❛❧♦rs ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ false✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ true{E} ♦ù E ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r Φ ♠♦❞✉❧♦ T ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2 ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■ à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
❞♦♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❙♦✐t
✸✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Unsat=1
Ω1;∆;E;Ω2
false
if DCT1(Ω1 ∪ E) = false
Unsat 6=
Ω1;∆;E;Ω2
false
if x 6= y ∈ ∆ ❛♥❞ (x, y) ∈ E∗
Deduction1
Ω1;∆;E;Ω2
Ω1;∆;E′;Ω2
if

DCT1(Ω1 ∪ E) = true{E
′}
E′∗ 6= E∗
❋✐❣✳ ✶✷✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ✭DC1✮
DC ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ DC1 ∪ DC2✱ ♦ù DC1 ❡st ❞é❝r✐t
❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❡t DC2 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s②♠♠étr✐❡✳ DC ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1∪T2✲
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ✏❣✉❡ss✐♥❣✑ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s x = y ❡♥tr❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ré❢✉t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡st❛♥t ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞❡ Φ ∧ x 6= y✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❈❙■ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❈❙■✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❙■✱ ♦ù ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✏❜❛s✐q✉❡s✑ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧✬❛r✐té ❡st ✜①é❡ ❬✸✼❪✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t I ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛s✐q✉❡
♣♦✉r T ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s T ✲✈❛❧✐❞❡s Ax ✿
✕ (I, Ax) ❡st ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞✬é❣❛❧✐tés Γ ✱ t♦✉t❡ I✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ Ax∪Γ ❡st ✜♥✐❡ ❡t false ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s t♦✉t❡ I✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ Ax ∪ Γ ✳
✕ (I, Ax) ❡st t❡r♠✐♥❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés Γ ✱ t♦✉t I✲❞ér✐✈❛t✐♦♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ Ax ∪ Γ st ✜♥✐❡✳
✕ (I, Ax) ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t s✐ (I, Ax) ❡st ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❧❡t ❡t t❡r♠✐♥❛♥t✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés Γ ❡t t♦✉t❡
I✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ S ❞❡ Ax ∪ Γ ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ S✱
♥♦té E(S)✱ ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r Γ ♠♦❞✉❧♦ T ✳
❙✐ (I, Ax) ❡st ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❡t t❡r♠✐♥❛♥t✱ ❛❧♦rs (I, Ax) ❡st ❛♣♣❡✲
❧é❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s Ax
❡st ♦♠✐s ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ I ❡st ❛❧♦rs
❞✐t ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ✭r❡s♣✳ t❡r♠✐♥❛♥t✱ ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✮✳ ❯♥❡
t❤é♦r✐❡ T ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛s✐q✉❡
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✸✾
I ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s Ax t❡❧s q✉❡ (I, Ax) ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❛
❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ✭r❡s♣✳ ❝♦♥✈❡①❡s ❞é❞✉❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✮ ❡st ♥♦té❡ ❉❈❈ ✭r❡s♣✳ ❉❈❈❙■✮✳
◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✬✐♠♣♦s❡♥t✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✐ (I, Ax) ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t✱ ❛❧♦rs I ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥❉❈❈ ⊆ ❈ ❡t❉❈❈❙■ ⊆ ❈❙■✳ ❚r♦✐s✐è✲
♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞✉ ✏❣✉❡ss✐♥❣✑ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥
❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ré❢✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♠♣❧✐q✉és✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✏❜❛s✐q✉❡✑ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❙❍ ❞♦♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡t ✉♥
❝❛♥♦♥✐s❡✉r s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s
❉❈❈❙■ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ② ❡①❤✐❜❡r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
P♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❉❈❈❙■✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ DC ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✉❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ✭❬✸✼❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❉❈❈❙■ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡✳
✺✳✼ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t
❞❡s ♣r❡✉✈❡s
❯♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛r✲
❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t tr❛✐t❡r ❞❡ ✈r❛✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ très ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❙▼❚✱ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ▼❛t❤❙❛t ❬❇❇❈+✵✻❪✱ ❉P▲▲✭❚✮ ❬●❍◆+✵✹❪✱ ■❈❙ ❬❋❖❘❙✵✶❪✱
❈❱❈✲▲✐t❡ ❬❇❇✵✹❪✱ ❤❛❘❱❡② ❬❉❘✵✸❪✱ ❡t ❩❛♣❛t♦ ❬❇❈▲❩✵✹❪ ♣♦✉r ❡♥ ♥♦♠♠❡r ❝❡r✲
t❛✐♥s✮✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❇♦♦❧é❡♥ ✭❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r ❧❡s
❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❞♦♥♥é❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❙▼❚ ❡✣❝❛❝❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡✮ ❝♦♥✢✐ts ✭✏❝♦♥✢✐❝t s❡t✑ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮
❝♦♠♠❡ ❡✛❡t ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝❛r ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞✬é❧❛❣✉❡r é♥♦r♠é♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣éré ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❇♦♦❧é❡♥✳ ❉❡s
tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ♣♦✉r ét❡♥❞r❡✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐ts✱
❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s ✭❞♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛✲
❧✐té✮ ❬❋♦♥✵✹✱❞▼❘❙✵✹✱◆❖✵✺✱❙❚✵✺❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✭à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡✮ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐és s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ♣♦✉r ❞❡s
♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❙▼❚ ❞♦✐✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡
❛✉tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ s♦✉❤❛✐t❛♥t ✐♥té❣r❡r
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦♣r❡ s②stè♠❡ ❙▼❚ ❞♦✐t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦❞❡
✹✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✮ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ✐❞é❡s
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ✭❞✐s❥♦✐♥t❡s✮✱ ❧♦rsq✉❡
s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡
❜✉t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❝♦♠♣❛❝t❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞é❞✉✐t❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t
❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ❛♣♣❡❧é❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ q✉✐
♦♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱
✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ✭✏q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t✑ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥❝❡♣t✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré✲
❝✐s❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
✭♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✮ ❡t à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ✭♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✮✳
✺✳✼✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦ù s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s
❧✐ttér❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❝♦rr❡♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❛✉① é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛ ♣♦✉r ❧❛❜❡❧
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛✉❣♠❡♥tés ❞❡s é❣❛❧✐tés ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① S ❡st ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té x = y ❞❛♥s T s✐ S ❡st
T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t T |= S ⇒ x = y✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ❞❡ x = y ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐
t♦✉t s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ str✐❝t ❞❡ S ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ x = y✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té
❣râ❝❡ ❛✉① ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ❞❡ s♦✉s✲
❣r❛♣❤❡✱ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té G ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (V,E) ♦ù V ✭♥♦té
❛✉ss✐ Vertex (G)✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t E ✭♥♦té ❛✉ss✐ Edge(G)✮ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té❡s (v, w) ♣♦✉r v, w ∈ V ✳ GV∅ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❛②❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V ♣♦✉r s♦♠♠❡ts ❡t ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞✬❛rêt❡s✱ ✐✳❡✳ GV∅ = (V, ∅)✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡✑ ❡st ♥♦té❡ ⊆✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ElemPath(G, x, y) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥tr❡ x ❡t y ❞❛♥s G✱ ✱ ✐✳❡✳ s✐ v0, ..., vn ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ v0 ❡st x ❡t vn ❡st y✱ ❛❧♦rs ElemPath(G, x, y) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛rêt❡s (vi−1, vi) ∈ Edge(G)✱ ♣♦✉r i = 1, ..., n✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
❞✐st✐♥❝ts x ❡t y✱ ElemPath(G, x, y) ❡st ✈✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❡t y ♥❡ s♦♥t
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✹✶
♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts
❝♦♥♥❡❝tés ❞❛♥s G ❡st CP (G) = {(x, y) | x, y ∈ V ❡t ElemPath(G, x, y) 6= ∅}✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ T ✲❧✐ttér❛✉① ϕ✱ ❡t G =
(V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té t❡❧ q✉❡ E ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ♣❛r
✉♥ ♦r❞r❡ <E✳ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ s✐ ✭✐✮ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ✱ ✭✐✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧ LG ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ E ❡t ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ϕ∪CP (G)✱ ✭✐✐✐✮ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s
♣♦✉r t♦✉t v1 = v2 ∈ E ✿
✭✐✐✐✳❛✮ LG(v1 = v2) ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t T |= LG(v1 = v2)⇒ v1 = v2✱
✭✐✐✐✳❜✮ ♣♦✉r t♦✉t v′1 = v
′
2 ✐♥ LG(v1 = v2)\ϕ ♦♥ ❛ e <E (v1 = v2)✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t
e ✐♥ ElemPath(G, v′1, v
′
2)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ϕ ❞❛♥s G ❡st Lit(G) = ϕ∩ (
⋃
e∈E LG(e))✳ ❯♥❡ ❛rêt❡
v1 = v2 ∈ E ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é❡ s✐ LG(v1 = v2) ❡st ✉♥❡ T ✲❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ v1 = v2✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é s✐
t♦✉t❡s s❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G′ ❡st
♣❧✉s ♣❡t✐t q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G✱ ♥♦té G′ ⊑ G✱ s✐ Edge(G′) ⊆ Edge(G)
❡t ∀e ∈ Edge(G′), LG′(e) ⊆ LG(e)✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r
E s✐ E ⊆ CP (G) ❡t s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G′ t❡❧ q✉❡ G′ ⊏ G ❡t
E ⊆ CP (G′)✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①
ϕ ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ✭♠♦❞✉❧♦ T ✮ s✐ Eq(G) ❡st ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t
♣♦✉r ϕ ✭♠♦❞✉❧♦ T ✮✳
❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬❛rêt❡s✳ ▲✬♦r❞r❡
s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲✬✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ x = y à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G ❞❡ ϕ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G t❡❧s q✉❡ x = y /∈ CP (G)✱ ❡t s✐ L ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ϕ ∪ CP (G) t❡❧ q✉❡ L ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t T |= L⇒
x = y✱ ❛❧♦rs Insert(G, x = y, L) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ G′ = (V,E′)✱ ♦ù
E′ = E ∪ {x = y}✱ LG′ ❡st t❡❧ q✉❡ LG′(x = y) = L✱ ∀e ∈ E,LG′(e) = LG(e)✱ ❡t
<E′ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t <E ❛✈❡❝ ∀e ∈ E, e <E′ x = y✳
✺✳✼✳✷ ✭◗✉❛s✐✮ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ϕ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t S
❞❡ ϕ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ϕ q✉✐ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t S
❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ str✐❝t ❞❡ S ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❢❛✐t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❛✉
❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t t❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
r❡st❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ét✉❞✐é ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡t ❛♣♣❛r❡♥té❡
à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡
♠✐♥✐♠❛❧✐té q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡s s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
✹✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ q✉❛s✐
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ψ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ϕ s❛t✐s✜❛❜❧❡
♣❧✉s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s E ❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭❞✬❡①♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✮ G ❞❡ ϕ✱ t❡❧ q✉❡ ψ ∪ E ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥✢✐t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t E ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s t✐ré❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭◗✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t✮✳ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ϕ✱ G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ✱ ❡t E
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t (ψ,E,G) ❡st ✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ ϕ s✐
E ⊆ CP (G)✱ ψ ∪ E ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❡t ❞ès ❧♦rs q✉❡ E 6= ∅✱ ψ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❯♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t (ψ′, E′, G′) ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉✬✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥✢✐t (ψ,E,G)✱ ♥♦té (ψ′, E′, G′)  (ψ,E,G)✱ s✐ ψ′ ⊆ ψ✱ E′ ⊆ E ❡t G′ ⊑ G✳ ❯♥
q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t (ψ,E,G) ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥✢✐t (ψ′, E′, G′) t❡❧ q✉❡ (ψ′, E′, G′) ≺ (ψ,E,G)✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t r❡♥❞r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥
q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✭✶✮
❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ✭✷✮ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♠✐♥✐♠❛✉①✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ ✭❬✷✻❪✮✳ ❯♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t (ψ,E,G) ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ψ ∪ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t G ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r E✳
✺✳✼✳✸ ▼♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❯♥ ♠♦t❡✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧❧✐té ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥ q✉❛s✐
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♦✉ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é❞✉❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❡♥ ❝❛s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❯♥ ♠♦t❡✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣èr❡ s✉r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s L ✭❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✮ s✉♣♣♦sé❡ ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■ à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✈✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✲
❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭▼♦t❡✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡t L ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✭✜♥✐s✮ ❞❡ T ✲❧✐ttér❛✉① ♥♦♥✲é❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦t❡✉r
❞❡ T ✲❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r L ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦té❡ µEXT ✱ t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Ω ∈ L ❡t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s E ✿
✶✳ ❙✐ Ω ∪E ❡st T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs µEXT r❡t♦✉r♥❡ true{G} ♦ù G ❡st ❞é❞✉❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r Ω ∪ E✳
✷✳ ❙✐ Ω ∪ E ❡st T ✲✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs µEXT r❡t♦✉r♥❡ false{(Ω
′, E′, G)} ♦ù
(Ω′, E′, G) ❡st ✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ Ω ∪ E✳
❙✐ µEXT ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬❡①♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉és✱ ❛❧♦rs µEXT ❡st ❞✐t ♠✐♥✐♠❛❧✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✹✸
Unsat=1
Ω1;∆;G;Ω2
false{(Ω′1, E
′
1, G
′
|E′
1
)}
✐❢

µEXT1(Ω1, Eq(G)) = false{(Ω
′
1, E
′
1, G1)}
G′ = Merge(G,G1)
Unsat 6=
Ω1;∆;G;Ω2
false{({x 6= y}, {x = y}, G|{x=y})}
if

(x, y) ∈ CP (G)
x 6= y ∈ ∆
Deduction1
Ω1;∆;G;Ω2
Ω1;∆;G′;Ω2
if
8<
:
µEXT1(Ω1, Eq(G)) = true{G1}
G′ = Merge(G,G1)
G′ 6= G
Ωi ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② Ti✲❧✐t❡r❛❧s✱ ❢♦r i = 1, 2✳ ∆ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Merge ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
❋✉♥❝t✐♦♥ Merge(G,G′)
G′′ := G
❋♦r❡❛❝❤ (x, y) ∈ Edge(G′)\Edge(G)
G′′ := Insert(G′′, x = y,LG′(x = y))
❊♥❞❋♦r❡❛❝❤
❘❡t✉r♥ G′′
❋✐❣✳ ✶✸✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭EX1✮
❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡✱ s❛♥s s✉r❝♦ût✱ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐✲
♠❛✉① ♣♦✉r E ❡t LA✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1 ❡t T2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r
L1 ❡t L2✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
L1 ∪ L2✱ ♦ù L1 ∪ L2 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧♦s ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t L1
❡t L2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ EX ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ EX1✱ ❞é❝r✐t ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✱ ❡t EX2✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ EX1 ♣❛r s②♠♠étr✐❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✽ ✭❬✷✻❪✮✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2 ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■ ❞♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛✲
t✉r❡s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1 ❡t T2
s♦♥t ❝♦♥♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r L1 ❡t L2✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ EX ❡st ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s L1 ∪ L2✱ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡
✉♥ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ q✉❛s✐ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st
♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1 ❡t T2 s♦♥t ♠✐♥✐♠❛✉①✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ EX ❞❡✈✐❡♥t
✉♥ ♠♦t❡✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1∪T2 ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐tés ∆ ❡st ✈✐❞❡✳
✹✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ✭❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t
T1 ❡t T2 ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❈❙■ ❞♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1 ❡t T2 s♦♥t ❝♦♥♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r
L1 ❡t L2✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ EX ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1∪T2
♣♦✉r L1 ∪ L2✱ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s T1 ❡t T2 s♦♥t
♠✐♥✐♠❛✉①✳
❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù L1 = L2 = L1 ∪ L2 ❡st ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ♥♦♥✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✹✺
✻ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❝♦♥ç✉❡s ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥
▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❧✐st❡s✱ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① s❡ tr♦✉✈❡♥t ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ P❱❙ ❬❖❘❘+✾✻❪✱ ❙✐♠♣❧✐❢② ❬❉◆❙✵✸❪✱ ■❈❙ ❬❋❖❘❙✵✶❪✱
❈❱❈ ❬❙❇❉✵✷❪✱ ❈❱❈ ▲✐t❡ ❬❇❇✵✹❪✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞é✜s q✉✐ s♦♥t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr✐✈✐❛✉①✳
❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞ ❤♦❝✱ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡
ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡①✐st❛♥ts✳ ❊♥ ré♣♦♥s❡ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❞❡ ❬❆❘❘✵✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡✉r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡
❡t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❬◆❘✵✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ t❡❧❧❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♠♣❧❛♥✲
t❛♥t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❬❙❝❤✵✷✱❲❡✐✾✼✱❘❱✵✷❪✳ ▲❡s ❡✛♦rts ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t
❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✐♥s✐ ré✉t✐❧✐sés✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♦✉ t❤é♦r✐❡s✮ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❜❡s♦✐♥ é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❡t ❝♦♠✲
❜✐♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t q✉✬❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥ ❬◆❖✼✾❪✳ ❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ② ✐♥té❣r❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❜❛sé❡s
s✉r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à rés♦✉❞r❡ s♦♥t ✿
✕ ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❞✬✉♥❡ ♣r♦✲
❝é❞✉r❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❀
✕ ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬❛✉tr❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s✳
✹✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ T ✲✈❛❧✐❞✐té✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✲
❝✐❞é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
φ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ✐❧ s✉✣t
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ¬φ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t
♣❛s ❡✣❝❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❬❉◆❙✵✸❪✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡t ♦❜st❛❝❧❡✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱
s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❞ér✐✈❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
♣❛rt❛❣é❡s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❝❡s t❤é♦✲
r✐❡s✳ P♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❬❚r❛✵✼❪ q✉❡ ✖t♦✉❥♦✉rs s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ✉t✐❧✐sé✖ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✖♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ ✏s♣❧✐tt✐♥❣✑✖❞ér✐✈❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❡❢❛✐r❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❉✬✉♥ ❝ôté ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ s❛t✉r❡r
t♦✉t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛✉s❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❝ôté ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s r❡✲
ç✉❡s ❝❛✉s❡♥t ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❡♠♠❡s q✉✐ s♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❬✾❪❬❚r❛✵✼❪✳ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛✲
t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❛r
❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦✲
❝é❞✉r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥
❞✬❛♣♣❡❧❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❡st ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❬✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❧èt❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ à ✉♥❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❜❛sé❡
s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐ét❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✳
✻✳✶ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥
▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
Ax(T ) ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✳
P♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ S ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s✉r Ax(T ) ∪ S✳ ❙✐ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs S ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✱ s✐♥♦♥ S ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ▲❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✹✼
❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s♦✐t ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t ✭❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ér✐✈❡r❛ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮✱ ✐❧ ♥❡
t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞é❝r✐t❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s s❡♠✐✲♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ ❞ér✐✈❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
✻✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
♣❧✉s s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥
♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
❞✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ré✢❡①✐✈✐té✱ s②♠étr✐❡✱ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♥t❡①t❡✳ ▼❛✐s
❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♥✬❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ ❘és♦❧✉t✐♦♥
❣é♥èr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❘♦❜✐♥s♦♥ ❡t ❲♦s ❬❘❲✻✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ P❛r❛♠♦✲
❞✉❧❛t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ tr❛✲
✈❛✉① à ❧❛ ❢♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡
q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t s✉r✈♦❧❡r ❧❡s ✐❞é❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts
❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳
❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ≻✱ q✉✐ ❡st t♦t❛❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ▲✬♦r❞r❡ ≻
❡st ét❡♥❞✉ ❛✉① ❧✐ttér❛✉① ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❆❘❘✵✸❪ ❡t ♥♦té SP✱
❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ Orientation ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❡t ✶✺✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
S ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
S t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮ s✐♠♣❧✐✜❡ ♦✉ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ❞❡ S✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
s✐ C ❡st ❞❛♥s S ♦✉ s✐ S ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é ❞❡ S ∪ {C} ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❯♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s✐ s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à S✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st s❛t✉ré ♣❛r r❛♣♣♦rt à SP s✐ t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❞❡ SP ❛✈❡❝ ♣ré♠✐ss❡s ❞❛♥s S s♦♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à S✳
❯♥❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ S0, S1, . . . , Si, . . . ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱
♦ù à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ SP ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ✭❝❢✳ rè❣❧❡s
❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮ ♦✉ s✉♣♣r✐♠❡r ♦✉ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✭❝❢✳ rè❣❧❡s ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❯♥❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❧✐♠✐t❡✱
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣❡rs✐st❛♥t❡s
S∞ =
⋃
j≥0
⋂
i>j
Si .
✹✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❯♥❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ S0, S1, ..., Si, ... ❛✈❡❝ s❛ ❧✐♠✐t❡ S∞ ❡st éq✉✐t❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡
✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ SP ❛✈❡❝ ♣ré♠✐ss❡s ❞❛♥s S∞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ j ≥ 0 t❡❧ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡
❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Sj ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✾ ✭❬◆❘✵✶❪✮✳ ❙✐ S0, S1, . . . ❡st ✉♥❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
✭✐✮ s❛ ❧✐♠✐t❡ S∞ ❡st s❛t✉ré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à SP✱ ❡t
✭✐✐✮ S0 ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞❛♥s Sj ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ j✱ ❡t
✭✐✐✐✮ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡st ✜♥✐❡✱ ✐✳❡✳ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
S0, . . . , Sn✱ ❛❧♦rs Sn ❡st s❛t✉ré ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t à S0✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ SP ❡st ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❝❛r ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ SP✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥s❛✲
t✐s✜❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✭❝❢✳ ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✾✮✳
✻✳✶✳✷ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❛r
s❛t✉r❛t✐♦♥
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞❡
❝❧❛✉s❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ér♦✉❧❡r ❧❡s ét❛♣❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✐✮ ▲✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝❧♦s ❡♥ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ éq✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s ❀
✭✐✐✮ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱
t♦t❛❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳
✭✐✐✐✮ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s ♥❡ ❣é♥èr❡
q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ T ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱
❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✐♠♣❧❛♥t❛♥t ❧✬❛♣❧❛✲
t✐ss❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐s❛♥t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦✉✈❡✉r
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té r❡t♦✉r♥❡ insatisfiable ❀
s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ satisfiable✳
▲✬♦r❞r❡ ≻ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳ ✕ ≻ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ t♦t❛❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❝❧♦s✱ ❡t
✕ t ≻ c ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❡t ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t
✕ t ≻ t′ s✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❡♥ têt❡ ❡st ✐♥t❡r♣rété ❡t t ❡st ✉♥
t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❡♥ têt❡ ❡st ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rété ❡t t, t′ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✹✾
Superposition
Γ ⇒ ∆, l[u′] = r Π ⇒ Σ, u = t
σ(Γ,Π ⇒ ∆,Σ, l[t] = r)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Paramodulation
Γ, l[u′] = r ⇒ ∆ Π ⇒ Σ, u = t
σ(l[t] = r, Γ,Π ⇒ ∆,Σ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Reflection
Γ, u′ = u⇒ ∆
σ(Γ ⇒ ∆)
if (v)
Factoring
Γ ⇒ ∆,u = t, u′ = t′
σ(Γ, t = t′ ⇒ ∆,u = t′)
if (i), (vi)
σ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ u ❡t u′✱ u′ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s
Superposition ❡t Paramodulation✱ L ❡st ✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿
✭✐✮ σ(u) 6 σ(t)✱
✭✐✐✮ ∀L ∈ Π ∪Σ : σ(u = t) 6 σ(L)✱
✭✐✐✐✮ σ(l[u′]) 6 σ(r)✱
✭✐✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(l[u′] = r) 6 σ(L)✱
✭✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(u′ = u) 6≺ σ(L)✱
✭✈✐✮ ∀L ∈ Γ : σ(u) 6 σ(L)✱ ∀L ∈ {u′ = t′} ∪∆ : σ(u = t) 6≺ σ(L)✳
❋✐❣✳ ✶✹✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❈❧ôt✉r❡ ❞❡ SP✳
✕ ≻ ❡st ét❡♥❞✉ ❛✉① é❣❛❧✐tés ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s
t❡r♠❡s✱ ❡t ♣✉✐s ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬é❣❛❧✐tés✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t
✕ ❧❡s ❞✐sé❣❛❧✐tés s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳ ▲❛ rè❣❧❡ Orientation ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞ès
q✉✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ T ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✮✳ ❙♦✐t Ax(T ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❛r
✺✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Subsumption
S ∪ {C,C′}
S ∪ {C}
✐❢

∃θ, θ(C) ⊆ C′
6 ∃ρ, ρ(C′) ≡ C
Simplification
S ∪ {C[l′], l = r}
S ∪ {C[θ(r)], l = r}
✐❢
8<
:
l′ ≡ θ(l)
θ(l) ≻ θ(r)
∀L ∈ C[θ(l)] : L ≻ (θ(l) = θ(r))
Orientation
S ∪ {c = c′}
S[c→ c′]
✐❢ c ≻ c′
Deletion
S ∪ {Γ ⇒ ∆, t = t}
S
♦ù C ❡t C′ s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
❋✐❣✳ ✶✺✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ SP✳
r❛♣♣♦rt à SP s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ t♦✉t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
❞❡ Ax(T ) ∪ S ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉① ✿
✕ ▲❛ t❤é♦r✐❡ E ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❛①✐♦♠❡✳
✕ ▲❛ t❤é♦r✐❡ L ❞❡s ❧✐st❡s ❬❙❤♦✽✹❪ ❡st ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Ax(L) =


car(cons(X,Y )) = X
cdr(cons(X,Y )) = Y
cons(car(X), cdr(X)) = X


✕ ▲❛ t❤é♦r✐❡ A ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡st ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Ax(A) =
{
select(store(A, I,E), I) = E
I = J ∨ select(store(A, I,E), J) = select(A, J)
}
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺✶
❚❤é♦rè♠❡ ✷✵ ✭❬❆❘❘✵✸❪✮✳ SP ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦✲
r✐❡s E✱ L ❡t A✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ SP ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✏r❡❝♦r❞s✑ ❬❆❇❘❙✵✾❪✳
✻✳✷ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❡st ❞❡ ♣r♦✲
♣❛❣❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞é❞✉✐t❡s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té à
❧✬❛✉tr❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té à ✐♠♣❧❛♥t❡r ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
◆❡❧s♦♥ ❡t ❖♣♣❡♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬❉◆❙✵✸❪✱ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❛②❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés
à é❝❤❛♥❣❡r ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t satisfiable✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s s♦♥t ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s✳
✻✳✷✳✶ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❡st ❞é❞✉❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❧❛✉s❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡
T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡✱ à ♣❛rt satisfiable✱ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s Se t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ C✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s T |= S ⇒ C s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Se |= C✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞❡
❝❧❛✉s❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✐ ✿
✕ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ ❡t
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ C✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s T |= S ⇒ C s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Se |= C✱ ♦ù Se ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T )∪S ♣❛r SP✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ T ✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s
❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✮ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✈✮ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✉ré ♣❛r SP ✭♥❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✮
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭r❡s♣✳ ❝❧❛✉s❡s✮ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐
s♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ s❛t✉✲
r❛t✐♦♥✳
✺✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ✭❬✾❪✮✳ SP ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❧èt❡ ♣♦✉r E ❡t L✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❚r❛✵✼❪✳
✻✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐té ❡t ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡
❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✲
❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ✭❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡✮ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬é❣❛✲
❧✐té✱ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s♦♥t t♦✉t❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈♦✐r ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡st ❢❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✏❛❞ ❤♦❝✑✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❢♦rt❡ r❡s✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✉t♦♠❛t✐s❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡
✕ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ q✉✐ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r♦✲
❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❀
✕ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❀
✕ ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✱ q✉✐ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞♦♣t❡r ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r
▲②♥❝❤ ❡t ▼♦r❛✇s❦❛ ❬▲▼✵✷❪✱ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❝r✐tèr❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦✲
♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❧❛ st❛❜❧❡
✐♥✜♥✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥
❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✳
✻✳✸✳✶ Pr♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✜♥✐r
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té✖✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡t
❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❈❧❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡✮✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✭♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s SP✮ s✐ C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
X = t✱ ♦ù X 6∈ V ar(t)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦✲
♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ t♦✉t❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ S ♣❛r SP ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧✐és à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞✬é❣❛❧✐tés ❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✳
❙t❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ T ❡st st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ S ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ T ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜s❡r✈é ❬✶✵❪ q✉❡ s✐ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐ ❛❧♦rs ❡❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X = t✱ ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❞❛♥s t✳ ❙✐ ♥♦✉s ré✉ss✐ss♦♥s à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧✐ttér❛✉① ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X = t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ❝r✐tèr❡
s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✷✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
Ax(T ) ❞❡ ❝❧❛✉s❡s t❡❧❧❡ q✉❡
✕ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱
✕ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té
❆❧♦rs T ❡st st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ é❣❛❧✐té é❧é♠❡♥t❛✐r❡ c = c′✱ T |= S ⇒ c = c′ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T )∪S✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ c = c′✳ ❖r ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ SP✱ s✐ T |= S ⇒ c = c′ ❛❧♦rs ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ S ∪ {c 6= c′} ❞ér✐✈❡
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳ ❈♦♠♠❡ S ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r c 6= c′✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ c 6= c′ ❡t ✉♥ ❧✐ttér❛❧
C✱ ❛❧♦rs C ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❝♦♥st❛♥t❡s✳
❙✐ C ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ C ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ X = c ❡t ❛✐♥s✐ s✉❜s✉♠❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❡①❝❧✉r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡
❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ S✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❍♦r♥ t❡❧❧❡ q✉❡
✕ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❡t
✕ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té✳
❆❧♦rs SP ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r T ✳
✺✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
▼♦❞✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
T1, T2 ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢ér❡♥❝❡s ❝r♦✐sé❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❣é♥èr❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T1) ∪ Ax(T2) ∪ S ♣♦✉r t♦✉t ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❝r♦✐sé❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t q✉✬à tr❛✈❡rs
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés✳ ■❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♦✉ ❛✉① s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés
♥❡ ❣é♥èr❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ❖r ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s
❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❢♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X = t✱ ♦ù
X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s t✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✹✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
❝❧❛✉s❡s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té ❡st
❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
✻✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥
▲❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❬▲▼✵✷❪ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ ♣r♦✉✈❡r ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s ❀ ❡t ❞ér✐✈❡r é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ T s✐♠✉❧❡
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ S✱ ♣♦✉r t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❛r❜✐tr❛✐r❡
❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à s❛t✉r❡r✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②s✲
tè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ mSP ✭✈♦✐r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✶✻ ❡t ✶✼✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s Ax(T )
❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ GT0 ✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ✐♥st❛♥t✱ q✉✐ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
s❝❤é♠❛t✐s❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❛♥s
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ T ✳ ❙✐ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪GT0 ♣❛r r❛♣♣♦rt à mSP t❡r♠✐♥❡✱
❛❧♦rs ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ S t❡r♠✐♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡
❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts ❡t ❝❧♦s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r T ✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❞é❡s
❞❡ ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ C ‖ φ✱ ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t φ ❡st
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ const(t1) ∧ . . . ∧ const(tn), n ≥ 0✳ ❯♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ‖ φ s✐ φ ❝♦♥t✐❡♥t const(x)✱
s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❙♦✐t λ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ λ(C) ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ C ‖ φ s✐ Dom(λ) = V ar(φ) ❡t Ran(λ)
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝❧♦s❡ s✐ ✉♥❡ ❞❡ s❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝❧♦s❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t GT0 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
GT0 ={x = y ‖ const(x) ∧ const(y)} ∪ {x 6= y ‖ const(x) ∧ const(y)}∪⋃
f∈ΣT
{f(x1, . . . , xn) = x0 ‖
n∧
i=0
const(xi)} ,
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺✺
♦ù ΣT ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ T ✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝❧♦s❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡s s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❝❧♦s❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s❡ s✐ ✉♥❡ ❞❡ s❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
V ar(C ‖ φ) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ C✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ mSP ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬♦r❞r❡ ≻ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s SP ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ≻ ❡st ét❡♥❞✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ D s✐ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❝❧♦s❡s ❞❡ C s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝❧♦s❡s ❞❡ D✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ mSP ✭✈♦✐r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✶✻ ❡t ✶✼✮ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡
à SP✱ s❛✉❢ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s tr❛✐té❡s ♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱
q✉✐ ❡st ❤ér✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
♣♦✉✈♦♥s ♣❛s s✐♠✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✉❜s♦♠♣✲
t✐♦♥s ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧✐ttér❛✉①✱ ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞❡♥t
❝❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s✱ ♣❡rs✐st❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ rè❣❧❡ Orientation
♥✬❡st ♣❧✉s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s mSP✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Ax(T ) ❞✬❛①✐♦♠❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪ GT0 ♣❛r
r❛♣♣♦rt à mSP✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✮✳ ❙♦✐t Ax(T ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥
✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à SP s✐ t♦✉t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Ax(T ) ∪GT0 ♣❛r mSP ❡st ✜♥✐❡✳
❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♦r❞r❡ ≻ s✐
✉♥❡ ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ≻✳ ❖♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡
✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❬❚r❛✵✼❪✮✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡t s❛t✉r❛✲
t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ✭❬▲▼✵✷❪✮✳ ❙✐ T ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠ét❛✲
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❛❧♦rs T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳
✺✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Superposition
Γ ⇒ ∆, l[u′] = r ‖ φ Π ⇒ Σ, u = t ‖ ϕ
σ(Γ,Π ⇒ ∆,Σ, l[t] = r ‖ φ ∧ ϕ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Paramodulation
Γ, l[u′] = r ⇒ ∆ ‖ φ Π ⇒ Σ, u = t ‖ ϕ
σ(l[t] = r, Γ,Π ⇒ ∆,Σ ‖ φ ∧ ϕ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Reflection
Γ, u′ = u⇒ ∆ ‖ φ
σ(Γ ⇒ ∆ ‖ φ)
if (v)
Factoring
Γ ⇒ ∆,u = t, u′ = t′ ‖ φ
σ(Γ, t = t′ ⇒ ∆,u = t′ ‖ φ)
if (i), (vi)
σ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ u ❡t u′✱ u′ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s
Superposition ❡t Paramodulation✱ L ❡st ✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿
✭✐✮ σ(u) 6 σ(t)✱
✭✐✐✮ ∀L ∈ Π ∪Σ : σ(u = t) 6 σ(L)✱
✭✐✐✐✮ σ(l[u′]) 6 σ(r)✱
✭✐✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(l[u′] = r) 6 σ(L)✱
✭✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(u′ = u) 6≺ σ(L)✱
✭✈✐✮ ∀L ∈ Γ : σ(u) 6 σ(L)✱ ∀L ∈ {u′ = t′} ∪∆ : σ(u = t) 6≺ σ(L)✳
❋✐❣✳ ✶✻✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❈❧ôt✉r❡ ❞❡ mSP✳
P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t r❡♥❞r❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❧❡ t❡st
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té
✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✷✮✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✮ ❡t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞❡
❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✹✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✻ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
Ax(T ) ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✐ ❧❛ ♠ét❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ T ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲
❛❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐té✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺✼
Subsumption
S ∪ {C,C′ ‖ φ}
S ∪ {C}
✐❢

C ∈ Ax(T ), ∃θ : θ(C) ⊆ C′.♦✉
C ❡t C′ ‖ φ s♦♥t ❞❡s r❡♥♦♠❛❣❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
Simplification
S ∪ {C[l′] ‖ φ, l = r}
S ∪ {C[θ(r)] ‖ φ, l = r}
✐❢
8><
>:
l = r ∈ Ax(T )
l′ ≡ θ(l)
θ(l) ≻ θ(r)
∀L ∈ C[θ(l)] : L ≻ (θ(l) = θ(r))
Deletion
S ∪ {Γ ⇒ ∆, t = t ‖ φ}
S
S ∪ {Γ ⇒ ∆ ‖ φ}
S
if φ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
♦ù C ❡t C′ s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
❋✐❣✳ ✶✼✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ mSP✳
✺✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✼ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ q✉✐ s♦♥t ✿ ✭✶✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❡t
✭✷✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛✈❛♥❝é❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❧❧❡r ❜✐❡♥ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬é✈♦q✉❡r ♠❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✼✳✶ ▼é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛❢✲
❢❛✐❜❧✐r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ♦♥t été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
t❤é♦r✐❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠♦❞✉❧♦ n✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té s✉r t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✭❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s✮✳
❙✐ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥ st❛✲
❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡s♣r✐t✱ ❬❚❩✵✺❪ ❡t ❬❇●◆+✵✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① st②❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿
❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✳
✼✳✶✳✶ ❈❛s ❛s②♠étr✐q✉❡
❚✐♥❡❧❧✐ ❡t ❩❛r❜❛ ❬❚❩✵✺❪ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té s✉r
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✺✾
t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣❛❣❡r ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡
♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❚❤é♦r✐❡ ✏❜r✐❧❧❛♥t❡✑✮✳ ❯♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T ❡st
✕ st❛❜❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ s✐ t♦✉t❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡st
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡st ✜♥✐❡✳
✕ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs φ✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡
M ❞❡ T q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t φ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té κ > |M |✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
M′ ❞❡ T q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t φ t❡❧ q✉❡ |M ′| = κ✳
✕ ❜r✐❧❧❛♥t❡ s✐ T ❡st st❛❜❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡t ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ mincardT ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
Γ ❞❡ Σ✲❧✐ttér❛✉① r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ k ❞✬✉♥ T ✲♠♦❞è❧❡ q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t Γ ✳
■❧ rés✉❧t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❞é❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡ ♦♥ ❡st sûr ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞✐s❥♦✐♥t❡✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés ❡t
❝❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡✱ ♥♦✉s tr❛✐✲
t♦♥s ❞❛♥s ❬✷✼❪ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✭❡✳❣✳ ❧❡s ❧✐st❡s ♦✉ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✮ ❛✈❡❝ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦❧✐❡✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡
❜r✐❧❧❛♥t❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté✳
✼✳✶✳✷ ❈❛s s②♠étr✐q✉❡
❉❛♥s ❬❇●◆+✵✻❪✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❝❧❛ss✐✜❡ ❧❡s t❤é♦✲
r✐❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✜♥✐s ❡t ✐♥✜♥✐s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❇●◆+✵✻❪ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✐t❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ∃∞✲❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❚❤é♦r✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ∃∞✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✮✳ ❯♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ T ❡st ❢♦r✲
t❡♠❡♥t ∃∞✲❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✐
✻✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✶✳ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s T ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❡t
✷✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ♦♥ s❛✐t ❞é❝✐❞❡r s✐ ❡❧❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡✱
✸✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ Σ✲str✉❝t✉r❡ ✜♥✐❡ A✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ A ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❡st
❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ∃∞✲❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t
❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢N ✳
❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ Φ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s n é❧é♠❡♥ts✱
♣♦✉r t♦✉t n = 2, 3, . . . , N ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
(3.) ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à N ✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✳
❉❛♥s ❬❇●◆+✵✻❪✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s♦✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ∃∞✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❚r❛✵✼❪✱ ❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (3.) ♣❛r ✿
✸✬✳ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té κ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡
❞❛♥s T ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té κ ∈ N ∪ {∞}✳
❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ à ❧❛
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r✲
❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳
❚❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❤é♦✲
r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❞♦✐t s❛✈♦✐r ❞é❝✐❞❡r s✐ ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ ✭❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s✮
❛❞♠❡t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s s❡rt à ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❙✐ T ❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs
T ❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐ T ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs T
✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ T
❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ T ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ T
♥✬❛ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s tr✐✈✐❛✉①✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✼ ✭❬✸✼❪✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s T t❡❧❧❡s q✉❡
✕ ❧❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱
✕ ♦♥ s❛✐t ❞é❝✐❞❡r s✐ T ❛❞♠❡t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧✱
❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✻✶
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✭▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φi ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡ Ti s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Φi ∪ {x 6= y} ❡st Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
♦ù x, y s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉① ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡✳ ❙✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s r❡st❛♥t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣✉r❡
✐♠♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛rr✐✈❡r à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❛✉tr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣✉r❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ s❛ t❤é♦r✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐té✳
✼✳✷ ▼é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♥♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✶✱✸✻❪ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ❬●❤✐✵✹❪✳ ▲❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♠✐①t❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é❝✐❞❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✶✱✸✻❪ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛✲
t✐❢s à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❬✻❪✱ ♦ù ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s str✉❝✲
t✉r❡ ❧✐❜r❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❧✐❜r❡s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ st❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ●❤✐❧❛r❞✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦♥s✐st❡♥❝❡
❏♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✏❘♦❜✐♥s♦♥✬s ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠✑✮ ❬❍♦❞✾✹❪
q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦♥s✐st❛♥t❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠✲
♣❧èt❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❤✐❧❛r❞✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① t❤é♦r✐❡s q✉✐ s♦♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♦✉s✲t❤é♦r✐❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
✼✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✺✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❝❤❡r❝❤❡r à ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ à ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r q✉✐ s✬ét❛✐t ❛✈éré❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❬✻❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ét❛✐t très s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❞❡
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣❛rt❛❣és✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s
str✉❝t✉r❡s à ❜❛s❡ ❞❡ Σ✲t❡r♠❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♣✉✐ss❡ s❡r✈✐r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❡ ✸✮✳ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❢✉t ♣rés❡♥té à ❋r♦❈♦❙✬✾✻ ❬✸✶❪✳
❆ ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❥✬❛✐ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❈❡s❛r❡ ❚✐♥❡❧❧✐✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❛✐t ❞❡
✻✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
s♦♥ ❝ôté ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ✉♥ s✉❥❡t très ✈♦✐s✐♥✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ r❡✈✐s✐t❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ❡♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t ❬❚❍✾✻❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♥♦s ❡✛♦rts ♣♦✉r
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❡t ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ à ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥❡ r❡✈✉❡ ❬✸✻❪✳
❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡✈✐❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❡①❤✐❜❡r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞♦♥t ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡
s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① ♣r♦♣r✐é✲
tés ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❡✉rs ré❞✉❝t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts ❛♠❛❧❣❛♠és ✭♦✉
❧❡✉rs ❢✉s✐♦♥s ❞✬❛♣rès ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬✸✻❪✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❉✐s✲✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s V ✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ ∈ IDV ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
ξ 6= =
⋃
u,v∈V ξ,u 6=v
{u 6= v}
q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ξ ❞♦✐✈❡♥t
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ξ̂∧ξ 6= ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
à ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✭❞✐s✲✮✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ♣❛rt❛❣és ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭■♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s V ❡t ✉♥❡ s✐✲
❣♥❛t✉r❡ ✜♥✐❡ Σ =
⋂n
i=1Σi ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Σ✲✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ V ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿
INΣ(V ) = {ρ ∈ SUB(V )‖Ran(ρ) ⊆ T (Σ,X)\V }
♦ù X ∩ V = ∅✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ρ ∈ INΣ(V )✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿
isoΣρ =
⋃
v∈V ar(V ρ),fi∈ΣF
{∀u˜i v 6= fi(u˜i)}
♦ù u˜i ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥✲♣❛rt❛❣é❡s ❡t ♣r♦♣r❡s à Ti✳
❙♦✐❡♥t φ1, φ2 ❞❡✉① ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Σi✲❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ♣♦✉r i = 1, 2 ❡t Σ =
Σ1 ∩Σ2✳ ▲❛ s❡♠✐✲♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
■♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❊♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ < γ1, γ2 > = < φ1ρ∧ isoΣρ , φ2ρ∧ iso
Σ
ρ >
♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ρ ∈ INΣ(V ) ♦ù V = (V ar(φ1) ∩ V ar(φ2))✳
■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❊♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ < ϕ1, ϕ2 > = < γ1ξ ∧ ξ 6=, γ2ξ ∧ ξ 6= >
♣♦✉r t♦✉t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ ∈ ID(V ar(V ρ))✳
❚❡st ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ < ϕ1, ϕ2 > t❡❧ q✉❡ ϕ1, ϕ2 s♦♥t
s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❛♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t T1 ❡t T2✱ ❛❧♦rs r❡t♦✉r♥❡r s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✻✸
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ s❡♠✐✲♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝❛r ❧❛ rè❣❧❡ ■♥s✲
t❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s
♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ♣❛rt❛❣és✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❛rt❛❣és ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐✳ ❙✐ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛rt❛❣é❡s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❝❤❛q✉❡ Σi✲❢♦r♠✉❧❡ Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞é♣❛rt ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s✳ ▲✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ◆✲❖✲❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡s
❬✸✻❪✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ◆✲❖✲❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐té ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬✉♥✐♦♥
T1∪T2 ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣✉r❡s φ1∧φ2 ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ à ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐té ❞❡ φ1 ❞❛♥s T1 ❡t ❞❡ φ2 ❞❛♥s T2 ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à φiρ∧ isoΣρ ✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ◆✲❖✲❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t
très s♦✉✈❡♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s s❡ ré❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉①
t❤é♦r✐❡s st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✻❪✱ très ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❢✉t r❡✈✉❡
♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❇❛❛❞❡r✲❚✐♥❡❧❧✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❬❇❚✵✷❪ ♣✉✐s ❛♣♣❧✐✲
q✉é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ét❛❜❧✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s
❛✉t❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
♠♦t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t ❬❇❚✾✼❪✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t q✉✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉r ♣✉✐ss❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t✳ ❈✬❡st ✉♥
rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♠♦♥tré ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❞❛♥s ❬✻❪ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❬❇❚✵✷❪ ♣❡r♠❡t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❧✐❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛rt❛❣é❡✳
✼✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❉❛♥s ❬●❤✐✵✹❪✱ ●❤✐❧❛r❞✐ ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t ♦ù ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲t❤é♦r✐❡
❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲❛ ♣r♦✲
❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣❛❣❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs
♣♦s✐t✐✈❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ❢❛✐t é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛rt❛❣é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❤✐❧❛r❞✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❏♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ♦ù ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❢❛✐t❡s ♣❛r ●❤✐❧❛r❞✐ ❢♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳ ❯♥ Σ✲♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
Σ✲str✉❝t✉r❡s A ❡t B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ : A → B t❡❧❧❡ q✉❡ A |= u ⇔ B |= u
♣♦✉r t♦✉t ΣA✲❛t♦♠❡ u✱ ♦ù ΣA ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❛✉❣♠❡♥té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
A ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ A ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ΣA✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛♥t
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ a ∈ A ❡♥ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✱ ❡t B ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ΣA✲str✉❝t✉r❡
✻✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✐♥t❡r♣rét❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ a ∈ A ❡♥ µ(a)✳ ❖♥ ❞✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ A s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞❛♥s B✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ µ ❡st ✉♥ Σ✲❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❝❛r = ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛t♦♠❡ u ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦t✐✈❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❤✐❧❛r❞✐✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ❣râ❝❡
à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥❡ Σ1✲t❤é♦r✐❡ T1 ❡t ✉♥❡ Σ2✲t❤é♦r✐❡ T2 t❡❧❧❡s q✉❡ Σ1 ❡t Σ2 s♦♥t ❞❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é❝✐❞❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
(T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2)
♦ù Γi ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Σ
a
i ✲❧✐ttér❛✉① ❝❧♦s✱ Σ
a
i ét❛♥t Σi ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s ♣❛rt❛❣é❡s a✸✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❙♦✐t Σ0 = Σ1 ∩ Σ2 ✭q✉✐
s❡ ré❞✉✐t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✮✳ ❙✐ (T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2) ❛ ✉♥
♠♦❞è❧❡ M✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ∆(A)✹ ❞❡ ❧❛
Σ0✲s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ A ❞❡ M ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r a ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
(T1 ∪ Γ1 ∪∆(A)) ❡t (T2 ∪ Γ2 ∪∆(A))
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ❊t ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ai, aj ∈ a✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M |=
ai = aj ♦✉ M |= ai 6= aj ✳ ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡❧s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❙✐ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ (T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s (T1 ∪ Γ1 ∪ ∆(A)) ❡t (T2 ∪ Γ2 ∪ ∆(A))
❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ (T1∪Γ1∪∆(A)) ❡t (T2∪Γ2∪∆(A))
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ (T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2)✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❢♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ T1 ❡t T2 s♦♥t
st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ti s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥
♠♦❞è❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ Ti✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳ ●❤✐❧❛r❞✐ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
T0 ✭❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✮ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ ❡♥ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ T ∗0 ✭❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t ❬●❤✐✵✹❪✮ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡
Σ0✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ T ∗0 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T0 ✭Ti
❡st st❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ti s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ Ti ∪ T ∗0 ✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✮✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ ❡t T ∗ ✉♥❡
Σ✲t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t T ✭T ∗ ⊇ T ✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ∗ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ T s✐
✕ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ∗✱ ❡t
✕ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ A ❞❡ T ✱ T ∗ ∪∆(A) ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
✸ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❛r❧❡r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣é❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ❡①✐st❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✳
✹ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❞✬✉♥❡ Σc✲str✉❝t✉r❡ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s Σc✲
❧✐ttér❛✉① q✉✐ s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s A✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✻✺
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st
✉♥✐q✉❡ ❬❈❑✾✵❪✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❏♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ti s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Ti ∪ T ∗0 ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ (T1 ∪ Γ1 ∪ ∆(A)) ❡t (T2 ∪ Γ2 ∪ ∆(A)) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
(T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ T ∗0 ∪ ∆(A) ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞♦♥❝
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❏♦✐♥t❡ ❞❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❧✐st❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭T0✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮✳ ❙♦✐t T0 ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s
T ✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ T ❡st T0✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✐
✭✐✮ T0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ T
∗
0 ❀
✭✐✐✮ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ∪ T ∗0 ✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ′ ✑
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬●❤✐✵✹❪ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ T ′✳
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✱ T0 ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡t s❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡ T ∗0 ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❬●❤✐✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ T0✲
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ T s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st très
❣é♥ér❛❧❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❬❍♦❞✾✹❪✮✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ Σ✲t❤é♦r✐❡ ❡t T ∗ ⊇ T ✉♥❡ ❛✉tr❡ Σ✲
t❤é♦r✐❡✳ ❆❧♦rs T ∗ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T s✐
✕ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ T ∗✱ ❡t
✕ T ∗ ❛❞♠❡t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳
❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ●❤✐❧❛r❞✐ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❬●❤✐✵✹❪✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐✲
sé❡ ❞❛♥s ❬●◆❩✵✽❪✱ ♦ù s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡◆♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
◆♦❡t❤ér✐❡♥♥❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ T0✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦♥❝❡♣ts ♣✉✐s ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✽ ✭❬●◆❩✵✽❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s T1, T2 ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s Σ1, Σ2
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✶✳ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥s T1 ❡t ❞❛♥s T2 ❀
✻✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ T0 ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ0 := Σ1 ∩ Σ2 t❡❧❧❡
q✉❡ ✿
✭❛✮ T1, T2 s♦♥t T0✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❀
✭❜✮ T1, T2 s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ◆♦ét❤❡r✐❡♥♥❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ T0✳
❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s T1 ∪ T2 ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷❜✮✱ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ T1, T2 s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ◆♦❡t❤ér✐❡♥♥❡s
❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ T0✱ s✐❣♥✐✜❡ ✿ (i) T0 ❡st ◆♦❡t❤ér✐❡♥♥❡✱ ✐✳❡✳✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s a✱ t♦✉t❡ ❝❤❛✐♥❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ Θ1 ⊆ Θ2 ⊆ · · · ⊆ Θn ⊆ · · ·
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Σa0 ✲❛t♦♠❡s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ♠♦❞✉❧♦ T0✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
Θn ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ t❡❧ q✉❡ T0 ∪ Θn |= Θm✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ (ii) ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s T0✲❜❛s❡s ♣♦✉r T1 ❡t ♣♦✉r T2✱ ❞é✜♥✐❡s
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Γi ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝❧♦s❡s
✭❝♦♥str✉✐t❡s s✉r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ Σi ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s
❛❞❞✐t✐♦♥❡❧❧❡s✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s a✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ∆i ❞❡ Σ
a
0 ✲❝❧❛✉s❡s ❝❧♦s❡s ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧ q✉❡ ✭❛✮ Ti ∪ Γi |= C✱
♣♦✉r t♦✉t C ∈ ∆i ❡t ✭❜✮ s✐ Ti ∪ Γi |= D ❛❧♦rs T0 ∪ ∆i |= D✱ ♣♦✉r t♦✉t Σ
a
0 ✲
❝❧❛✉s❡ ❝❧♦s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ D ✭i = 1, 2✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ s✐ Γi ❡st Ti✲✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ∆i = {} s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ◆♦❡t❤ér✐❛♥✐té
❞❡ T0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❧✐❜r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛t♦♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❞♦♥❞❛♥ts ♠♦❞✉❧♦ T0✳ ▲❛
❝❛♣❛❝✐té à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s T0✲❜❛s❡s s✐❣♥✐✜❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡
Γi ❞❡ Σ
a
i ✲❧✐ttér❛✉① ❝❧♦s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✏❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✑ ✜♥✐
❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ Γi s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ0 ❀ ❝❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛rt❛❣é❡ s♦♥t é❝❤❛♥❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ T1 ❡t
T2 ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱
❞♦♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ◆♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ T0✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
✶✳ ■❢ T0 − basisTi(Γi) = ∆i ❛♥❞  /∈ ∆i ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, 2}✱ t❤❡♥
✶✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ D ∈ ∆i s✉❝❤ t❤❛t Tj ∪ Γj 6|= D✱ ✭i 6= j✮✱ ❛❞❞ D t♦ Γj
✶✳✷✳ ■❢ Γ1 ♦r Γ2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ✶✳✶✱ t❤❡♥ r❡r✉♥ ✶✳
❊❧s❡ r❡t✉r♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
✷✳ ■❢ t❤✐s st❡♣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ r❡t✉r♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭◆♦❡t❤é✲
r✐❛♥✐té ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ T0✲❜❛s❡s✮ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝♦♥♥❡❝té❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✭r❡❣r♦✉♣é❡s s♦✉s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ T0✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧✬✏❛♥❝✐❡♥♥❡✑ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣❛rt❛❣é❡s ❬✸✻❪✱ ♦ù ♦♥ ❢❛✐t ❢❛❝❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s T0✲❜❛s❡s ét❡♥❞❡♥t
❛✉ ❝❛s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞é❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ✉t✐❧✐✲
sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs très ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❣râ❝❡
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✻✼
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❡st ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❬✷✹❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥✲
tré ❝♦♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡
t❤é♦r✐❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ✭■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✮✱ ♥♦té❡ TI ❡t
❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∀x s(x) 6= 0
∀x, y s(x) = s(y)⇒ x = y
∀x x 6= t(x) ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t(x) s✉r ΣI ❝♦♥t❡♥❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t x
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ TI ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ T ∗I ✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡
∀x(x 6= 0 ⇒ ∃y x = s(y)) à TI ✱ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❬❊♥❞✼✷❜❪✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r TI ✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❢✉✲
t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❡t q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s TI ✲❜❛s❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ◆♦❡t❤ér✐❡♥♥❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ TI ✱ ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s✳
❉❛♥s ❬✷✸❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬■♥❝ré♠❡♥t✱ ♥♦té❡ TS ❡t ❞é✜♥✐❡ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀x, y s(x) = s(y)⇒ x = y
∀x x 6= t(x) ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t(x) s✉r ΣI ❝♦♥t❡♥❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t x
TS s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ TI ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ✿ TS ❡st ◆♦ét❤❡r✐❡♥♥❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r TI ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r TS q✉✐ ❡st ré❢✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❡t q✉✐
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s TS✲❜❛s❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥s✐❞éré ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✉r ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥✲
tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ◆♦ét❤❡r✐❡♥♥❡s
❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ TS ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❡t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✲▼♦t③❦✐♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t TS ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ✭✶✮ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣r✐s❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✭✷✮ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
t❤é♦r✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✉r ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳
❉❛♥s ❬✷✷❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ♥♦té❡
AG ❡t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(x+ y) + z = x+ (y + z)
x+ y = y + x
x+ (−x) = 0
x+ 0 = x
▲❛ t❤é♦r✐❡ AG ❡st ◆♦ét❤❡r✐❡♥♥❡ ❡t ❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉✐ ❛❞♠❡t ❧✬é❧✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡①✐s✲
t❛♥t ❬●◆✵✹❪ ❞é❞✐é à AG✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
✻✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
AG✲❜❛s❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st t♦✉❥♦✉rs ré❢✉t❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ◆♦ét❤❡r✐❡♥♥❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡
AG✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ✭♣❛rt❛❣❡❛♥t AG✮ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✻✾
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▼❡s tr❛✈❛✉① ❝♦✉✈r❡♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❯♥✐❢✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❙❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐té ▼♦❞✉❧♦ ❞❡s ❚❤é♦r✐❡s ✭❙▼❚✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✲✾✵✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ❯♥✐❢ ❢✉t ✉♥ ❢♦r✉♠ à ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❛♥✲
♥✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦✉r✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❯♥✐❢
s✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ r❡❝②❝❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♦ù ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❬❈▲❙✵✸✱❆❈✵✹✱❈❘✵✺✱❉▲▲❚✵✽❪
✭❥❡ s✉✐s ❞♦♥❝ ✉♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ s✬✐❣♥♦r❡✮✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♠✉♥❛✉té ❙▼❚ s✬❡st ❢♦r♠é❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ❢❛✐s❛♥t s✉✐t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❙✐♠♣❧✐❢② ❬❉◆❙✵✸❪ ✐♥✐t✐é
♣❛r ◆❡❧s♦♥ ❡t s♦♥ éq✉✐♣❡ ❞ès ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✳ ▲❡ s②♠♣♦s✐✉♠ ❋r♦❈♦❙✬✷✵✵✷ ❢✉t ❛✐♥s✐
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧♦rs ❞❡ ❝❡
s②♠♣♦s✐✉♠ q✉❡ ❢✉t ❞é❝✐❞é✱ s♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬❆r♠❛♥❞♦✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡
✐♥✐t✐❛t✐✈❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❝♦✲❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❘❛♥✐s❡ ❡t ❚✐♥❡❧❧✐✳ ❯♥✐❢ ❡t ❋r♦❈♦❙ s♦♥t ❞❡✉①
sér✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❥❡ s✉✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛tt❛❝❤é✳
❏✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ♠❛ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❬✷✽✱✶✶❪
❬✶✸✱✻✱✷✾❪ ❬✶✷✱✸✵❪✳ ▼❛✐s ❥✬② ❛✈❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t é✈♦q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s✉❝❝✐♥t❡✱ ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡ à ❧❛ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✳ ❉é❥à✱ ❥✬❛✈❛✐s ❞❛♥s ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♠❛rq✉é q✉❡ ❥❡ ❢✉s ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❛❞❞r❡ss❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❝❡rt❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ❝♦♠♠✉♥s✳ ▼❛✐s ❥❡ ♥❡ ♣❡♥s❛✐s ♣❛s q✉❡ ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ♣❛❣❡s s✉r ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥✱ s❛♥s ré❡❧ ❛♣♣♦rt à ♠♦♥ s❡♥s✱ s❡r❛✐❡♥t s✐ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
♠❛ ❝❛rr✐èr❡✳
❏✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡
q✉✐ ❝♦✉✈r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ▼♦❞✉❧♦
❞❡s ❚❤é♦r✐❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ♠❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆❙❙■❙✱ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛ ✈ér✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✭❯♥✐❢✮ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭❙▼❚✮✳ ❆ ❧✬❛✈❡♥✐r✱
❥❡ ❝♦♠♣t❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ t♦✉t ❡♥
❝✐❜❧❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r
♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
✼✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s s❡r✈✐❝❡s ✭❙❖❆✮ ♦✛r❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❥✬❛❜♦r❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✿
✕ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳
✕ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❙▼❚✱ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳
✽✳✶ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ❝❡rt✐✜é❡
▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭❝♦♠♠❡
■s❛❜❡❧❧❡ ♦✉ ❈♦q✮ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡
♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❥❡ ❢✉s ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✭❊▲❆◆✮
♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❈♦q✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❢✉t ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❍✉②
◆❣✉②❡♥ ❬◆❑❑✵✷❪✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥❞✉✐t❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ◆❛♥❝② ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬❤❛❘❱❡② ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✮ ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡ ❬❋▼▼+✵✻❪✳
❏❡ s✉✐s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❥❡t ✐♥t✐t✉❧é ❉❡❈❡rt ✭❆◆❘✮ s✉r
❧❛ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ❈❡rt✐✜é❡ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s éq✉✐♣❡s ❈❆❙❙■❙ ❡t ▼❖❙❊▲
❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ✭à P❛r✐s✱ ❙♦♣❤✐❛✱ ❘❡♥♥❡s✮ ❡t
❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ✭❙②st❡r❡❧✱ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❘♦❞✐♥ ❡t ❧❡
❈❊❆ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❋r❛♠❛✲❈✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❥❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉s
✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐❢s ✭❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s❝❡♣t✐q✉❡s ♦✉ s②stè♠❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s
♣♦✉r ❞é❝❤❛r❣❡r ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿
✕ ❆❝❝r♦îtr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t
❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦✲
r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❆♣rès ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s
❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ✭■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✮ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞é✲
r❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛tt❛q✉❡r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❇❛s❡s ❞❡ ●rö❜♥❡r✮✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ❙▼❚✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ s✬❡st ❢❛✐t ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬▼♦♥✵✵❪✳
✕ ❉é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛ss✐s✲
t❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❡t ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ▲✬❛♠❜✐t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❥❡t ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❡t ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏té♠♦✐♥✑ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r à ❧❛ ❢♦✐s
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✼✶
✶✳ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡✱
✷✳ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✱ ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣r♦✉✈❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭♣♦✉r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✮✱
s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ✏té♠♦✐♥✑ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱
♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ r❡❥♦✉é ♣❛r ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts
❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❛✉ss✐ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢r♦♥t❡r à ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦✲
❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❡rt✐✜é❡s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✮✳ ❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❧❛✐♥
●✐♦r❣❡tt✐ ❡t ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦ ✭❈❆❙❙■❙✲❇❡s❛♥ç♦♥✮✱ ❥❡ ✈❛✐s ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡r
✉♥❡ t❤ès❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t q✉✐ ✈❛ ❞é♠❛rr❡r ✜♥ ✷✵✵✾✳
✽✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ sûr❡ ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s
▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s s❡r✈✐❝❡s ✭❙❖❆✮ s✉s❝✐t❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥térêt
✐♥❞é♥✐❛❜❧❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❜❛❧❜✉t✐❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ s✬❛❝✲
❝♦r❞❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❥❡ts
♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ✭❡t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s s❡r✈✐❝❡s✳
❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❥❡ts ❡✉r♦♣é❡♥s ré❝❡♥ts ✿
✕ ❘❊❲❊❘❙❊✱ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜ ✇✐t❤ ❘✉❧❡ ❙②st❡♠s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬éq✉✐♣❡
P❘❖❚❍❊❖ ❢✉t ✐♠♣❧✐q✉é❡✳
✕ ❙❊◆❙❖❘■❆✱ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❖r✐❡♥t❡❞ ❖✈❡r❧❛② ❈♦♠♣✉✲
t❡rs✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❝♦♦r❞♦♥♥é ♣❛r ❲✐rs✐♥❣ ✭▲▼❯✮✱
s❛♥s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆✳
✕ ❆❱❆◆❚❙❙❆❘✱ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❚r✉st ❛♥❞ ❙❡❝✉r✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆❙❙■❙ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡✳ ❈❡ ♣r♦✲
❥❡t ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✭❆❱■❙P❆✮✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❡t ✈é✲
r✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❧❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳
▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s s❡r✈✐❝❡s ✭❙❖❆✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s
❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
P♦✉r ♠❛ ♣❛rt✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à ♠✬✐♥tér❡ss❡r✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❖❧✐✈✐❡r
P❡rr✐♥ ✭éq✉✐♣❡ ❊❈❖❖✮✱ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡s ♣r♦❥❡ts ❈❖P❙ ✭❆◆❘✮✱ ❈❖❲❙ ✭♦♣ér❛t✐♦♥ ◗❙▲✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❈♦r❡❲❡❜ ❡t ❱❛✲
♥❛❲❡❜ ✭❝♦♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❤✐❧✐✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s
✼✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❡st ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s s❡r✈✐❝❡s ❡t s✉s❝✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✉♥ ✈✐❢
✐♥térêt✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❜♦r❞é❡ s♦✉s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛♥❣❧❡s ✿ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉✲
t♦♠❛t❡s ❬❇❋❍❙✵✸✱❋❇❙✵✹❪✱ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❙P❲+✵✹✱P▼❇❚✵✺❪✱ s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s
✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ●❖▲❖●✮ ❬◆▼✵✷✱▼❙✵✷❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘♦♠❛✐♥ ✭❈♦❧♦♠❜♦ ❬❇❈●+✵✺❪✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥♥❡❧s ✭✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✮ q✉✐ s♦✐t
✏éq✉✐✈❛❧❡♥t✑ ✭s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❜✐✲s✐♠✐❧❛✐r❡✮ à ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r✈❛♥t à ❞✐r✐❣❡r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❛ été
♠♦♥tré q✉✬✉♥ t❡❧ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ P❉▲ ✭▲♦❣✐q✉❡ ❉②♥❛✲
♠✐q✉❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐
❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭❝❢✳ s②stè♠❡
❑❡❨ ❬❇❍❙✵✼❪✮✳ P❡rs♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♠✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
s❡r✈✐❝❡s ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ q✉✬✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦❧✈❡✉rs✳ ❉❡ ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❬✶✻❪✱ ♦ù ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♥str✉✐r❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❬❑PP✵✻❪✱ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐①t❡s ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❞✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ♦ù ✉♥
s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❙♦❧❡❳ ❬✶✽❪ tr♦✉✈❡r❛✐t t♦✉t s♦♥ s❡♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❥✬❛✐ ❜♦♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛tt❛q✉❡r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛✲
t✐♦♥♥❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❉❡s
tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ♠❡♥és ❞❛♥s ❬❍P✵✻❪✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ✈✐❛ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✱ ▼❡❦❦✐ ❡t ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤ ❬❈▼❘✵✽❪ ♦♥t ♠♦♥✲
tré ❝♦♠♠❡♥t ré✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✐♥tr✉s ✭❜❛sé❡s s✉r ❞❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
s❡r✈✐❝❡s✳
✽✳✸ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚
❖♥ ♣❡✉t s✬ét♦♥♥❡r ❞✉ ♣❡✉ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❙▼❚✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s❡
ré♣❛♥❞r❡ ❬❆❘❘✵✸✱❆❇❘❙✵✾✱❇❊✵✼✱▲❚✵✽✱❞▼❇✵✽❪✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣❡✉
❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts
❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡ ✭❡♥ ♠♦❞❡ ✏❜✉✐❧t✲✐♥✑✮✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s♦♥t
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿
✕ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦✲
❞✉❧♦✮ ❀
✕ ✉t✐❧✐s❡r ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✬❛①✐♦♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
t❡r♠❡s ❝❧♦s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡
✜❧tr❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❙✐♠♣❧✐❢② ❬❉◆❙✵✸❪✮ ❀
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✼✸
✕ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♠♦❞✉❧♦ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s
t❡r♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❛✈❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✬❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❬✶✼❪❬✶✽❪
♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐①t❡s ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❡t ❞✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞é✲
r❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté ❬✶✸❪✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞é❞✐é❡ ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❡t ❞✬❛✉tr❡s s♦rt❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
s②♥t❛①✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬êtr❡ ❡①♣r❡ss✐❢ t♦✉t ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡
❛♠❛❧❣❛♠❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ ✰ s②♠❜♦❧✐q✉❡✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t s❡
rés♦✉❞r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s éq✉❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❡✛♦♥❞r❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❥✬❛✈❛✐s ❞é❥à
❡ss❛②é ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡st r❡sté ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥❛❝❤❡✈é✳
✽✳✹ ■♥❣é♥✐❡r✐❡ ❙▼❚ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❙▼❚✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r
❙❆❚✱ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧s ❛r❜✐tr❛✐r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣r♦❣rès ré❛❧✐sés s✉r ❙❆❚ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡❝♦♥s✐❞ér❡r ❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡
❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ✿
❝✬❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ q✉✐ s❡ ♣❛rt❛❣❡ ❜✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❬❇●❚✵✻❪✳
❖♥ ♣❡✉t r❡❣r❡tt❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✭♣❧✉s✮ ❞❡ s②stè♠❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡
❞❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✮ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚✳ P♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞♦✐t ❡♥❝♦r❡ êtr❡
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ Pr♦❧♦❣✮ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭❝♦♠♠❡ ❆tsé ❬❚✉r✵✻❪✮✳ ❆❧♦rs q✉✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ ❡st ✉♥❡
❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ✈✐tr✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡✮ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♦♥
♣❡✉t r❡❣r❡tt❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈✐tr✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡✮ ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❡✉✈r❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❥✬❡♥ ❛✐ ❧❡ ♣r♦❥❡t✱ à ❢❛✐r❡ ❡♥
s♦rt❡ q✉✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐tr✐♥❡ ✐♥té❣r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❜❛sé❡s s✉r
❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
✼✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✽✳✺ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❏❡ t❡r♠✐♥❡r❛✐ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♠♦t❡✉r ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♦♣ér❛♥t s✉r ✭❡t
❛✈❡❝✮ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❚❖▼ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❜✐✲
❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❆❚❡r♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❢✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♠ét❛✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❆❙❋✰❙❉❋ ❬✈❞❇❞❏❑❖✵✵❪✱ ❡t ❛ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜✐❡♥
❣ér❡r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ■❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡r❛✐t ❥✉❞✐✲
❝✐❡✉① ❞❡ r❡♣❡♥s❡r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❞✉✐ts
❞ér✐✈és✮ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳ ❉✬❛♣rès ♠♦✐✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥✲
t❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❚❖▼✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥ s♦✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♦ù ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ❥♦✉❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❛✈❛✐t ❡①✐sté ✐❧ ② ❛ q✉✐♥③❡ ❛♥s✱ ♠✬❛✉r❛✐t sûr❡♠❡♥t ✐♥❝✐té
à ♠❡ttr❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♥♦t❡r q✉❡
❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ré❝❡♠♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❯♥✐❢ s❛♥s ❛✈♦✐r à ♠❡ r❡♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡✈❡♥✉ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r✳
❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❚❖▼ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡
♣❡t✐ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞é❞✐és ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♣é❝✐✜é❡s
♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❚♦✉s
❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠és ♣❛r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ rè❣❧❡s ❡t ✉♥ ♦✉t✐❧
❙▼❚ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r❛❣✐r ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✉ tr❛✈❡rs
❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ér❛t✐❢ ✭❡✣❝❛❝❡✮ s❡r✈❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❙▼❚ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢♦rt ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬î❧♦t ❢♦r♠❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à
❚❖▼✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ét❡♥❞r❡ ❚❖▼ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à tr❛✐t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ♣❡✉t ♣❛r❛✐tr❡ ✉♥ ❝♦♠❜❛t ❞✬❛rr✐èr❡✲❣❛r❞❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❥❡ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣❧✉s s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❖▼✳ ■❧ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞✉
❝♦❞❡ ✐♠♣ér❛t✐❢ r❡st❡ à ♠❡s ②❡✉① ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♣❧✉s ❛ttr❛❝t✐✈❡s✳
❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✼✺
▲✐st❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
✶✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❙✳ ❏❛♠♦✉ss✐✱ P✳✲❊✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❊▲❆◆
❘❡✇r✐t❡ Pr♦❣r❛♠s ✈✐❛ ❛♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❋♦r♠❛t✳ ■♥ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱
❡❞✐t♦rs✱ ❙❡❝♦♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❲❘▲❆✬✾✽✱
P♦♥t✲à✲▼♦✉sss♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❇✳ ❱✳✱ ✶✾✾✽✳
✷✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ P✳✲❊✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❆♥
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❊▲❆◆✳ ■♥ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙❡❝♦♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❲❘▲❆✬✾✽✱ P♦♥t✲à✲▼♦✉ss♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✺ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡
❇✳ ❱✳✱ ✶✾✾✽✳ ❯❘▲ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡❧s❡✈✐❡r✳♥❧✴❧♦❝❛t❡✴❡♥t❝s✴✈♦❧✉♠❡✶✺✳❤t♠❧✳
✸✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✇✐t❤ ❙tr❛✲
t❡❣✐❡s ✐♥ ❊▲❆◆ ✿ ❆ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✷✭✶✮ ✿✻✾✕✾✺✱ ❋❡❜ ✷✵✵✶✳
✹✳ ❈✳ ❈❛str♦✱ ❊✳ ▼♦♥❢r♦②✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❆ ❘✉❧❡ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥
❑✳ ❘✳ ❆♣t✱ ❋✳ ❋❛❣❡s✱ ❋✳ ❘♦ss✐✱ P✳ ❙③❡r❡❞✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❱á♥❝③❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❘❡❝❡♥t ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥
❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❏♦✐♥t ❊❘❈■▼✴❈♦▲♦❣◆❊❚ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♥str❛✐♥t ❙♦❧✲
✈✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥t ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❈❙❈▲P ✷✵✵✸✱ ❇✉❞❛♣❡st✱ ❍✉♥❣❛r②✱ ❏✉♥❡
✸✵ ✲ ❏✉❧② ✷✱ ✷✵✵✸✱ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✵✶✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✺✹✕✶✼✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳
✺✳ ❉✳ ❉é❤❛r❜❡✱ ❆✳ ▼❛rt✐♥s ▼♦r❡✐r❛✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦✐♥❣ ❜② ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡♠♣♦r❛❧ ▲♦❣✐❝ ❋♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥ ❙✳ ❚✐s♦♥✱ ❡❞✐t♦r✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❘❚❆✬✷✵✵✷✱ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱
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✽✳✹ ❙▼❚ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✽✳✺ ❈♦♥str❛✐♥t r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
▲✐st ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡rs ✭✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
❱■
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✿
❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ♣r♦♦❢s
❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❈❆❙❙■❙ ❣r♦✉♣
▲❖❘■❆ ✲ ■◆❘■❆ ◆❛♥❝② ●r❛♥❞ ❊st
❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✲
✐t②✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢r❛❣♠❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✭♣✉s❤✲❜✉tt♦♥✮ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✲
✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✈✐❛ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
✭r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ♦r ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ ♣r♦♦❢s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉❛❧ ❜② ❡q✉❛❧✳
■♥ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈❡
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡s❡
t❤❡♦r✐❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ ❛
♠♦❞✉❧❛r ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡✲
♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t②
♦❢ ♠② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳
✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝✉r✐t②✲s❡♥s✐t✐✈❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s②st❡♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s s✐♥❝❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥
✈❡❤✐❝❧❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦r t❤❡② ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✇❡r st❛t✐♦♥s ♦r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ❇❡s✐❞❡ ♦❜✈✐♦✉s s❡❝✉r✐t② ✐ss✉❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✇❤♦s❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
✐s ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞✲✉s❡rs ❤❛s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✲
❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s✳ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❞❞r❡ss ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ✐t r❡✲
♠❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
✉s❡r✳ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❜✉t ♠✉st ❢❛❝❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❛♥❞
❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s✐③❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ❚❡st✐♥❣ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♥② ❡rr♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❧❡❛❞s t♦ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❜✉t
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t
✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ ✐t ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✮ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
❛❧s♦ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❡st t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s❛❢❡ ♣r♦❣r❛♠s✳
❆ ✜rst ❡①tr❡♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ✇❤❡r❡ ♣r♦❣r❛♠s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ✐ts tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠
✐s ❛✉t♦♠❛t✐s❡❞ ✈✐❛ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦♦❧s ✭✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ❝♦♠♣✐❧❡r✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠s✿ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬❏▲✽✼❪✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♦r
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬❑❑❱✾✺✱❉❍❑✾✻✱❈❉❊+✵✼✱❋✉t✵✷✱❇❑❱❱✵✽❪✳
❆ ❧❡ss ❡①tr❡♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦✲
❣r❛♠s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❈ ❛♥❞
❏❛✈❛ ❬❇❈❉+✵✺✱❈❑▲P✵✺✱❋▼✵✹✱❋▼✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡rs ❝♦♠♣❛r❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦
✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❝❛♥
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸
❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝✮ ♣r♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✏❝♦rr❡❝t✑ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♦❢ t♦♦❧s ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s r❡❧② ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛♥❞ s♦❧✈❡rs t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ s♦♠❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
✕ ❘✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❡r♠ t ❛♥❞ ❛ ♣❛tt❡r♥ l ♦❢ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l → r✱ s♦ t❤❛t
t❤✐s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✳
✕ ✭❈♦♥str❛✐♥t✮ ▲♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇♦r❦s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦r
❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳
✕ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❝❛♥ ✇♦r❦ ❜② ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❢❛❝ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈❡r✳
✕ ❆ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳
❚❤❡ ✇♦r❦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❛✐♠s ❛t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛♥❞ s♦❧✈❡rs ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡s❡
♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠✉st ❜❡ s❝❛❧❛❜❧❡✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ r❡s❡tt❛❜❧❡✱ ♣r♦♦❢✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠✲
❜✐♥❛❜❧❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝
✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
✏♣✉s❤✲❜✉tt♦♥✑ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✲
✐♥❣ ❢♦r
✕ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✈✐❛ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ t♦ r❡❞✉❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r♠
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s✳
✕ ♣r♦✈✐♥❣✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉❛❧ ❜② ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❡✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❣❡t ❛ ♣r♦❜❧❡♠
❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢✳
■♥ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈❡ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱
t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❬◆❖✼✾✱❙❤♦✽✹✱❙❙✽✾✱◆✐♣✾✶✱❇❙✾✻✱❘❙✵✶❪✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ ♠② ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❬❏❑✾✶❪ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✿
✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✕ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜✉t ✏s✐♠♣❧❡r✑ ♦♥❡✳
✕ ❚❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡s✳
✕ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤❡❝❦ tr✐✈✐❛❧❧② ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r r✉❧❡✲
❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
❖✉t❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ■ r❡♣♦rt ♠② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊▲❆◆✱ t❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ P❘❖❚❍❊❖ ❣r♦✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✾✵✬s✳
❆❢t❡r t❤✐s ✜rst ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛✐♠s ❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛s✐❝
❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ■ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t♦ st✉❞② ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s ❜② ❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ ❬❚r❛✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛♣❡rs ✇❡ ✇r♦t❡ t♦❣❡t❤❡r ❞✉r✐♥❣ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
✉♥✐♦♥s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ✭♥♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧✮ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s♦❧✈❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ T1 ∪ T2 ❜② r❡✉s✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r T1 ❛♥❞ T2✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❛ttr❛❝t❡❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ✽✵✬s ❜② ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❛♥❞ ❙❤♦st❛❦✱
❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② s❛t✉✲
r❛t✐♦♥ ❬❆❘❘✵✸❪ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r
t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✮✳ ❲❡ st✉❞② s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧✐sts ♦r t❤❡
❛rr❛②s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❞♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② ♦❢
✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ❬▲▼✵✷❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❜♦t❤ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺
✷ ❘✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ♠② ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ◆❛♥❝② ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❊▲❆◆✳
▲❡t ♠❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿
❚❤❡ ❊▲❆◆ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣
❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② str❛t❡❣✐❡s✳
■t ♦✛❡rs ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛s ✐t ✐s ❜❛❝❦❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ r❤♦✲❝❛❧❝✉❧✉s
❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ■t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✱ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ♦✛❡rs ❛ ♠♦❞✉❧❛r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❊▲❆◆ t❛❦❡s ❢r♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡s
❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❇✉t r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ✐♥❤❡r✲
❡♥t❧② ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ ❛ t❡r♠ ❛♥❞✱ ✐♥ ❊▲❆◆✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ str❛t❡❣② ❝♦♥str✉❝t♦rs
t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❡t❤❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ r❡t✉r♥s s❡✈❡r❛❧✱ ❛t✲❧❡❛st ♦♥❡ ♦r ♦♥❧② ♦♥❡ r❡✲
s✉❧t✳ ❚❤✐s ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ r✉❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥
str❛t❡❣② ✐s ❤❛r❞✲✇✐r❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦✛❡rs ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞
r✉❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❜② r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s ❬✸❪✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐ts❡❧❢ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❙♦ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❊▲❆◆ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s ❜② ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦
✭✶✾✾✶✲✾✹✮✱ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛♥❞ ❛ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳
✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
▼❛♥② ♦t❤❡r P❤❉ st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❊▲❆◆✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿
✕ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦② ❤❛s ✇♦r❦❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ str❛t✲
❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣
❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷❪✳
✕ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❤❛s ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▲❆◆ ❝♦♠✲
♣✐❧❡r ❬❑▼✵✶❪✳
✕ ❈❛r❧♦s ❈❛str♦ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❊▲❆◆ ❛ s♦❧✈❡r ❬❈❛s✾✽❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✲
✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❙P✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘✉❧❡s✰❙tr❛t❡❣✐❡s ♣❛r❛❞✐❣♠ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ♠② ✇❛② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣
✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✮ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧s♦ ❊r✐❝ ▼♦♥❢r♦② ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝
♦❢ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡rs ❬✸✺✱✹❪✳
■♥ t❤❡ ✾✵✬s✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ P❤❉ st✉❞❡♥ts ♦❢ ❍é❧è♥❡ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✇❡r❡
✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊▲❆◆✳ ■ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ■ st❛rt❡❞
t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❊▲❆◆ ❛❢t❡r ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✳ ■ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ s♦♠❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❊▲❆◆ t♦ ❡①❡❝✉t❡
❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❬✸✷✱✽❪ s❡❡♥ ❛s s♦❧✈❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛
✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ✐♥ ❊▲❆◆✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❡♥✲
❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢r♦♠ ❊▲❆◆✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯♥✐❢
s②st❡♠ ❬❆❑✾✷❪ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼✳ ❆❞✐ ✭❢♦r t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡✲❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ■ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳
■♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ P❘❖❚❍❊❖ ❣r♦✉♣ ❛❢t❡r ♠② r❡❝r✉✐t✲
♠❡♥t ❛t ■◆❘■❆✱ ■ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❊▲❆◆✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t ♠❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♦❧s ■ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
✷✳✶ ❆♥ ❊▲❆◆ ♣❛rs❡r
❚❤❡ ❊▲❆◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❤❛r❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦t r❡❛❧❧② ♦♣❡♥✳ ❚❤❡ ❊▲❆◆ s②♥t❛①✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✇❛s ✏❤❛r❞✲✇✐r❡❞✑ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣s t♦
♦♣❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❢ ❢♦r♠❛t ❬✶❪ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❊▲❆◆ ❝♦♠♣✐❧❡r ❬▼❑✾✽❪ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ r❡❢✳
❙♦♠❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❊▲❆◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ ❆s❢✰❙❞❢ ▼❡t❛✲❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬❑❧✐✾✸❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡✇
❆s❢✰❙❞❢ ▼❡t❛✲❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✈❞❇❑▼❖✾✼❪ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊▲❆◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞
t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❡❛s✐❡r✳ ❆s❢✰❙❞❢ ❬✈❉❍❑✾✻❪ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✼
✭♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ✐ts ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❜❡✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣
❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆s❢✰❙❞❢▼❡t❛✲❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥ts ♦❢ ❆s❢✰❙❞❢ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❊▲❆◆
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧②❆❚❡r♠s ❬✈❞❇❞❏❑❖✵✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rs✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ❆❚❡r♠s ❢♦r♠❛t ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ ✭❛❜str❛❝t✮ s②♥t❛① tr❡❡✱ ♣❛rs❡ t❛❜❧❡s✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❡t❝✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rs✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❛rs❡ t❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛ ♣❛rs❡r✳ ❚❤❡
♣❛rs❡r ✐s ❛ s❝❛♥♥❡r❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❘ ♣❛rs❡r ✭❙●▲❘✮ ❬❱✐s✾✼❪✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s❡t ❜② t❤❡ ❊▲❆◆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✲
✐♥❣ ❆s❢✰❙❞❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❊▲❆◆ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✏❆s❢✰❙❞❢✑ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❋✐rst✱ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r
❊▲❆◆ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❚❡r♠s ❢♦r♠❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❢
❢♦r♠❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛rs❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rs✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆s❢✰❙❞❢ ▼❡t❛✲❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ♥❡✇ ♣❛rs❡r ❢♦r ❊▲❆◆ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❬✸✾❪✳
✷✳✷ ❆♥ ❊▲❆◆ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t♦♦❧✱ ▼❛r❦ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇r❛♥❞ ❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ❊▲❆◆ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❚❡r♠s ❧✐❜r❛r②✳
❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ♥♦t ❢✉❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿ ✐t ❤❛s ♥♦t r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ❊▲❆◆ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✳
✷✳✸ ❆ t♦♦❧ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❈❆❙▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈❆❙▲✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦❋■ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣✱ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲
♣✉r♣♦s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❡❧❛t❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♥t❛❝t✐❝ ♦r s❡♠❛♥t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♦r ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱
❛❧❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② s②♥t❛① ❛♥❞ ❝❧❡❛r s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
✇✐❞❡❧② ✉s❛❜❧❡✱ s✉❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ s✉❜✲❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠✉st
❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t♦♦❧s✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❈❆❙▲ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▲❆◆ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✐♥t❡r♣r❡t❡r ♦r ❝♦♠♣✐❧❡r✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①❡s ♦❢ ❈❆❙▲
❛♥❞ ❊▲❆◆✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦♦❧ ❬✶✹❪ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❚❡r♠s
❧✐❜r❛r② ♦❢ t❤❡ ❆❙❋✰❙❉❋ ♠❡t❛✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✈✐❛ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡s✿
✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❆❙▲ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❈❆❙▲ ♣❛rs❡r
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❇r❡♠❡♥✮ ✐♥t♦ ❛♥ ❊▲❆◆ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡✳
✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊▲❆◆ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ❘❊❋
❢♦r♠❛t ✭❘❡❞✉❝❡❞ ❊▲❆◆ ❋♦r♠❛t ❬✶❪✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳
✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❚❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❊❘❯❙ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✏❘❡✉s❡
♦❢ ❙♦❢t✇❛r❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✑ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆♥❛✲
♠❛r✐❛ ▼❛rt✐♥s ▼♦r❡✐r❛ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❉é❤❛r❜❡ ✭◆❛t❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇r❛③✐❧✮ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② ❛♥ ■◆❘■❆✲❈◆Pq ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t ❬✺✱✶✺✱✷✶❪✳
✷✳✹ ❚❖▼✿ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣
▼② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❆❚❡r♠s ❧✐❜r❛r② ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s✲
❝♦✈❡r② ♦❢ ❚❖▼✳
❚♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❚❖▼ ✭✐♥✐t✐❛❧❧② ▼❚❖▼✱ ❢♦r ▼❛♥②✲❚♦
❖♥❡ ▼❛t❝❤✐♥❣✮✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ ❢♦❧❧♦✇s ♦✉r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦✉r ✇♦r❦s ♦♥
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❋r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s t♦♦❧ ✐s ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✇❡❧❧✲✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛rts ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rts
❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉❝❤ ❛s ❈✱ ❈✰✰ ♦r ❏❛✈❛✳
❚❤✐s t♦♦❧ ❛✐♠s ❛t ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ✇❛② ✐♥t♦ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡✲
❝♦♠❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣✐❧❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r s✐♠♣❧② ❞❡✲
✜♥❡s ❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❤✐s ❢❛✈♦r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥✲
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❖✉r t♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❨❆❈❈✲❧✐❦❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤✐s
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ tr✉❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① t♦♦❧ ✐♥t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ t♦
t❤❡ ✉s❡r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ t❡r♠
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❛♥ ✉s❡ ✭♦r r❡✲✉s❡✮ ❤✐s ♦✇♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ❢♦r
t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✉♣♦♥ t❤♦s❡ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❡r♠s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ■♥t❡r✲
❢❛❝❡ ✭❆P■✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①✐st✐♥❣ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❞❛t❛✲
t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦♦❧ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳
■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣❡r♠✐t t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤✐s ♦✇♥ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳
❚❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t str❛t❡❣② ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐t ✐♥
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳
■ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ♦♥
t❤❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❚❖▼ ❬✶✾✱✷✵❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❚❖▼✱ ♠❛♥② ✐♠♣r❡ss✐✈❡
❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦❢ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉✳ ❚❤❡
❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❖▼ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ✇❤❡♥ ✇❡ st❛rt❡❞
t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❊▲❆◆✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✾
✸ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❡
❣✐✈❡ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❛♥❞❛r❞✳
✸✳✶ ❚❡r♠s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s
❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r s②♥t❛❝t✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡r♠✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡
s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛r✐t② ❛♥❞ X ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛❧✐t② ✏❂✑
✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②♠❜♦❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ Σ✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆ 0✲❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ Σ✲t❡r♠ ✐s ❛
✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ Σ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
Σ✲t❡r♠s ♦✈❡r X ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T (Σ,X ) ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ Σ✲str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② T (Σ,X )✳ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ✳ ❚❤❡ t❡r♠s t|ω ❛♥❞ t[ω ←֓ u] ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ s✉❜t❡r♠ t|ω ❜② u✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ♦❢ t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✭r❡s♣✳ t❤❡
t♦♣ s②♠❜♦❧ ♦❢ t✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ t(ω) ✭r❡s♣✳ t(ǫ)✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② V ar(t)✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡♠ ❜② ❛ ❣r❡❡❦ ❧❡t✲
t❡r s✉❝❤ ❛s σ✱ µ✱ λ✱ . . . ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ T (Σ,X ) s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ σ✱ Dom(σ) = {x ∈ X | σ(x) 6= x} ✐s ✜♥✐t❡✳ ❲❡ ♠❛② ✇r✐t❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♣♦st✜① ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ tσ ❢♦r ❛ t❡r♠ t ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ σ✳ ❚❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s Ran(σ) = {xσ | x ∈ Dom(σ)}✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ σ ✐s V Ran(σ) =
⋃
x∈Dom(σ) V ar(xσ)✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ✐❢ σ = σ ◦ σ✱ ✇❤❡r❡ ◦ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
Dom(σ) ∩ V Ran(σ) = ∅✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛❧❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ ✐❞❡♠✲
♣♦t❡♥t✳ ❆ r❡♥❛♠✐♥❣ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ✐s
❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s V ✐s ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ξ✱ s✉❝❤ t❤❛t Dom(ξ) ⊆ V ❛♥❞ Ran(ξ) ⊆ V \Dom(ξ)✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ V ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② IDV ✳
✶✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
■❢ l ❛♥❞ r ❛r❡ t✇♦ Σ✲t❡r♠s✱ t❤❡♥ l = r ✐s ❛ Σ✲❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ¬(l = r) ✭❛❧s♦
✇r✐tt❡♥ ❛s l 6= r✮ ✐s ❛ Σ✲❞✐s❡q✉❛❧✐t②✳ ■❢ p ✐s ❛♥ n✲❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ Σ ❛♥❞ t1, . . . , tn
❛r❡ Σ✲t❡r♠s✱ t❤❡♥ p(t1, . . . , tn) ✐s ❛ Σ✲❛t♦♠✳ ❆ Σ✲❧✐t❡r❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ Σ✲❡q✉❛❧✐t② ♦r ❛
Σ✲❞✐s❡q✉❛❧✐t② ♦r ❛ Σ✲❛t♦♠ ♦r ❛ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ Σ✲❛t♦♠✳ ❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ✇❛② ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs✱ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✐♥ Σ✳ ❆ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
∧
i∈I xi = ti
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② i ∈ I✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ♦❝❝✉rs ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {xi → ti}i∈I ✱ σ̂ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ s♦❧✈❡❞
❢♦r♠ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
⋃
i∈I{xi = ti}✳ ❆ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐s❥✉♥❝t✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛♥
✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢t❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❢❛❧s❡ ♦r ✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢r❡❡ ✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛
✐❢ ✐t ✐s ♥♦t q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
V ar(ϕ)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❣r♦✉♥❞ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ✐❢ ✐t ❤❛s
♥♦ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ✜rst✲♦r❞❡r
❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♣♦st✜① ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ϕσ ❢♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ❛♥❞ ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✳ ❋♦r ❛ t❡r♠ t✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t ✐s depth(t) = 0 ✐❢ t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ depth(f(t1, . . . , tn)) = 1 +max{depth(ti) | i = 1, . . . , n}✳ ❆ t❡r♠
✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0 ♦r 1✳ ❋♦r ❛ ❧✐t❡r❛❧✱ depth(l ⊲⊳ r) = depth(l) + depth(r)✱
✇❤❡r❡ ⊲⊳∈ {=, 6=}✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0 ♦r 1✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧ ✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0✳ ❆ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞
❡❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❆ ❧✐t❡r❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t② ♥♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❞✐s❡q✉❛❧✐t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r②✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s S✱ E(S) ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ V ar(S) ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ S✱
❛♥❞ E(S) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ S ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ E(S)✱ ✐✳❡✳ E(S) = S\E(S)✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ϕ ♦r Φ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ Ω ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢
♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧✐t❡r❛❧s✱ E ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ∆ ❞❡♥♦t❡s
❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ E∗ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ E
❜② r❡✢❡①✐✈✐t②✱ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ s❡t E ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s
♠✐♥✐♠❛❧ ✐✛ E′∗ ⊂ E∗✱ ❢♦r ❛♥② E′ ⊂ E✳
✸✳✷ ❚❤❡♦r✐❡s
❲❡ ❛❧s♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✈❛❧✐❞✲
✐t②✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡♦r②✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❊♥❞✼✷❪✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❛ Σ✲str✉❝t✉r❡ M ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ X t♦ ✭t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢✮ M✳ ❆
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t α ✉♥✐q✉❡❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ Σ✲t❡r♠s t♦ M✱ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α ✭❜② ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡
|=αM ϕ ✇❤❡♥ t❤❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ Σ✲str✉❝t✉r❡ M ✉♥❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t α✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t α s❛t✐s✜❡s ϕ ✐♥ M✳ ❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛
Σ✲str✉❝t✉r❡M✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②M |= ϕ✱ ✐❢ |=αM ϕ ❢♦r ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s α✳
❆ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡s✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② ✐s ❛ t❤❡♦r② ❛❧❧ ♦❢
✇❤♦s❡ s❡♥t❡♥❝❡s ❤❛✈❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳ ❆ Σ✲str✉❝t✉r❡ M ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ Σ✲t❤❡♦r② T
✐❢ ❡✈❡r② s❡♥t❡♥❝❡ ✐♥ T ✐s tr✉❡ ✐♥ M✳ ❆ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ tr✐✈✐❛❧ ✐❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦❞❡❧s ✐s ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡
r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s✿
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② E ✇❤♦s❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✶
❝♦♥st❛♥t s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧❀ ▲✐♥❡❛r ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ LA≤
❛♥❞ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ LA t♦ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦r ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆ t❤❡♦r② T ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❢♦r
❛♥② s❡♥t❡♥❝❡ ϕ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ ϕ ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ♦r ¬ϕ ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛♥② ♠♦❞❡❧
♦❢ T ✳
❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ T ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T |= ϕ✱ ✐❢ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢
T ✳ ❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✳ ❚✇♦ Σ✲❢♦r♠✉❧❛s
ϕ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ❡q✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ T ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ M ♦❢ T ✱ ϕ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥
M ✐✛ ψ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ M✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② T ❛♠♦✉♥ts
t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✭♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✮ ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳ ❆ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T ✐s ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T ✳✶ ❚❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T ♠❛② ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ T ∪ S ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✱
✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥st❛♥ts ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ T ✳ ❚❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❬◆❘✵✶❪✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ✉s❡ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✸✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
▲❡t Σ1 ❛♥❞ Σ2 ❜❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✐❣♥❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳ Σ1∩Σ2 = ∅✮ ❛♥❞ Ti ❜❡ ❛ Σi✲t❤❡♦r②
❢♦r i = 1, 2✳ ❆ Σ1 ∪ Σ2✲t❡r♠ t ✐s ❛♥ i✲t❡r♠ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠
f(t1, ..., tn)✱ ✇❤❡r❡ f ✐s ✐♥ Σi ✭❢♦r i = 1, 2 ❛♥❞ n ≥ 0✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
❜♦t❤ ❛ 1✲t❡r♠ ❛♥❞ ❛ 2✲t❡r♠✳ ❆ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜t❡r♠ s ♦❢ ❛♥ i✲t❡r♠ ✐s ❛❧✐❡♥ ✐❢ s
✐s ❛ j✲t❡r♠✱ ❛♥❞ ❛❧❧ s✉♣❡rt❡r♠s ♦❢ s ❛r❡ i✲t❡r♠s✱ ✇❤❡r❡ i, j ∈ {1, 2} ❛♥❞ i 6= j✳
❆♥ i✲t❡r♠ ✐s i✲♣✉r❡ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠s✳ ❆ ❧✐t❡r❛❧ ✐s i✲♣✉r❡ ✐❢ ✐t
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② i✲♣✉r❡ t❡r♠s✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣✉r❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts i ∈ {1, 2}
s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② t❡r♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s i✲♣✉r❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T1 ∪ T2
✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Σ1∪Σ2✲
❧✐t❡r❛❧s✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r T1 ❛♥❞ T2✳ ❋♦r ❝❡rt❛✐♥ t❤❡♦r✐❡s✱
♠♦r❡ ❜❛s✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱
❡✳❣✳ ❝❛♥♦♥✐③❡rs ❛♥❞ s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❙❤♦st❛❦ t❤❡♦r✐❡s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛
❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ❢♦r ❡✐t❤❡r T1✱ T2✱ ♦r ❜♦t❤✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T1 ∪ T2✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r T1 ❛♥❞ T2 ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ T1 ❛♥❞ T2✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✳
✶ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♦❢ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t♦ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♥
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r S1 ∨ S2 ✭✇❤❡r❡ S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❧✐t❡r❛❧s✮ ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ r❡❞✉❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r S1 ♦r S2✳
✶✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
❆ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ Φ ♦❢ Σ✲❧✐t❡r❛❧s ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥ ❛ Σ✲t❤❡♦r② T ✐✛ ❢♦r ❛♥② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥∨n
i=1 xi = yi ✭✇❤❡r❡ xi✱ yi ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ i = 1, ..., n✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿ T |= (Φ →∨n
i=1 xi = yi) ✐✛ T |= (Φ → xi = yi)✱ ❢♦r s♦♠❡ i ∈ {1, ..., n}✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s
❝♦♥✈❡① ✐✛ ❛❧❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Σ✲❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❝♦♥✈❡①✳
❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ✭❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❙■✲t❤❡♦r②✱ ❢♦r s❤♦rt✮ ✐✛ ❢♦r ❛♥②
T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥✜♥✐t❡
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ϕ✳ ❆ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ t❤❡♦r② ✐s ❛ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤
❛❞♠✐ts ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❈✲t❤❡♦r② ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r②✳ ❆ ❈❙■✲t❤❡♦r②
✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❈✲t❤❡♦r✐❡s ✭r❡s♣✳ ❙■✲t❤❡♦r✐❡s✱
❈❙■✲t❤❡♦r✐❡s✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❈ ✭r❡s♣✳ ❙■✱ ❈❙■✮✳
❆ s♦❧✈❡r ❢♦r ❛ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ solve✮ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t
❛ Σ✲❡q✉❛❧✐t② s = t ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✭❛✮ solve(s = t) r❡t✉r♥s false✱ ✐❢ T |= s 6= t✱
♦r ✭❜✮ solve(s = t) r❡t✉r♥s ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {xi → ti}i∈I s✉❝❤
t❤❛t Dom(σ) ⊆ V ar(s = t) ❛♥❞ T |= s = t ⇔ ∃y˜.
∧
i∈I xi = ti✱ ✇❤❡r❡ y˜ ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s V Ran(σ)\V ar(s = t)✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ s♦❧✈❡rs t♦ ❤❛♥❞❧❡ s❡ts ♦❢
❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✕ solve(∅) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ǫ✳
✕ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s Γ ∪ {s = t}✳ ■❢ σ = solve(s = t) ❛♥❞
σ′ = solve(Γσ) ❛r❡ t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ t❤❡♥ solve(Γ ∪ {s = t}) r❡t✉r♥s t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ◦σ′ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s V ar(Γ ∪{s = t})✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ solve(Γ ∪ {s = t}) r❡t✉r♥s false✳
❆ ❝❛♥♦♥✐③❡r ❢♦r ❛ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ canon✮
❢r♦♠ Σ✲t❡r♠s t♦ Σ✲t❡r♠s s✉❝❤ t❤❛t T |= s = t ✐✛ canon(s) = canon(t)✳
❆ ❙❤♦st❛❦ t❤❡♦r② ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ ❛♥❞
❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐③❡r✳ ❆ ❙❍✲t❤❡♦r② ✐s ❛ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❙❤♦st❛❦ t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❙❍✲t❤❡♦r✐❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❙❍✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s ✐s ❛ ❙❍✲t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❙❍✲t❤❡♦r✐❡s t♦ ❜❡
st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s ❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♠❛♥② r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬▼❩✵✸❪✮✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡
s✐♥❝❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇❉❙✵✷❪✱ ❛♥② ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ✇✐t❤ ♥♦ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s st❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡✳
❆ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐s❡r ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✿
❙❍ ⊆ ❈❙■ ⊆ ❙■
✸✳✸✳✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s
❲❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❈r❛✐❣ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t Σ1 ❛♥❞ Σ2 ❜❡ t✇♦ s✐❣♥❛✲
t✉r❡s✱ ❧❡t T1 ❛♥❞ T2 ❜❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❜✉✐❧t ♦✈❡r Σ1 ❛♥❞ Σ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❧❡t ϕ1
❛♥❞ ϕ2 ❜❡ t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ❜✉✐❧t ♦✈❡r Σ1 ❛♥❞ Σ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✸
■❢ ϕ1 ∧ ϕ2 ✐s T1 ∪ T2✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ Σ1 ∩ Σ2✲s❡♥t❡♥❝❡ ψ
s✉❝❤ t❤❛t
✕ T1 |= ϕ1 ⇒ ψ✱
✕ ϕ2 ∧ ψ ✐s T2✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
■♥ t❤❡ ❈r❛✐❣ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ψ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦❢
ϕ1 ❛♥❞ ϕ2✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ψ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦❢ ϕ1 ❛♥❞ ϕ2✱ t❤❡♥ ¬ψ ✐s
❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦❢ ϕ2 ❛♥❞ ϕ1✳ ❚❤❡ ❈r❛✐❣ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❚❍✾✻❪✳
❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡✲
♦r✐❡s T1 ❛♥❞ T2✱ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦❢
ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ✭♦r ♦❢ ϕ2 ❛♥❞ ϕ1✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❤♦t t♦♣✐❝ ❬❨▼✵✺✱❙❙✵✽✱❈●❙✵✽❪
❬●❑❚✵✾❪ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❜str❛❝t✐♦♥✲r❡✜♥❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢✳
t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❬▼❝▼✵✺❪✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭▲ö✇❡♥❤❡✐♠✲❙❦♦❧❡♠ ❯♣✇❛r❞ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡
s✐❣♥❛t✉r❡✳ ■❢ ❛ Σ✲t❤❡♦r② T ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② κ✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥②
κ′ ≥ κ✱ T ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② κ′✳
❚❤❡ ▲ö✇❡♥❤❡✐♠✲❙❦♦❧❡♠ ❯♣✇❛r❞ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✲
✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✭s❛②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T2✮ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧
✭s❛②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T1✮✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞
st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t T1 ❛♥❞ T2 ❜❡ t✇♦
❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❜✉✐❧t ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s Σ1 ❛♥❞ Σ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ T1 ∩T2 ✐s
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ Σ1 ∩Σ2✲t❤❡♦r②✱ t❤❡♥ T1 ∪ T2 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳
❚❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ t♦ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❤✐❧❛r❞✐
❬●❤✐✵✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❡q✉❛❧✐t② ✭♦✈❡r t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥
❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✳
✸✳✹ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣
❖✉r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❏❑✾✶❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t s = t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t = s✳ ●✐✈❡♥
❛ ✜rst✲♦r❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢ Σ✲❛①✐♦♠s ✭✐✳❡✳ Σ✲❡q✉❛❧✐t✐❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
l = r✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② =E ✐s t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ E ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛✇ ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✇rt✳ =E ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [t]E ✳ ❚❤❡
✶✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ V ar(l) = V ar(r) ❢♦r ❛❧❧ l = r ✐♥ E✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡✲
❢r❡❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛①✐♦♠ l = x ✐♥ E✱ ✇❤❡r❡ l ✐s ❛ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ Σ✲t❡r♠ ❛♥❞ x ✐s ❛
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❇② ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ E ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t ←→E t′ ✐❢ t|ω = lσ ❛♥❞ t′ = t[ω ←֓ rσ] ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥
ω✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠ l = r ✐♥ E ✭♦r r = l✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛①✐♦♠✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡ t ←→E,ω t′
✭❛♥❞ t ←→E,ω,(l=r),σ t′✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t ←→E t′✳ ❆♥ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s Γ =
∧
k∈K sk =
?
E tk s✉❝❤ t❤❛t sk, tk ❛r❡ Σ✲t❡r♠s✳ ■❢
❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ K✱ tk ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✮✱ t❤❡♥ Γ
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ E✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
∧
k∈K sk ≤
?
E tk✳ ■❢ ❢♦r ❡❛❝❤
k ∈ K✱ sk, tk ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✮✱ t❤❡♥ Γ ✐s ❛
✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦❞✉❧♦ E✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ❛ E✲s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r E✲✉♥✐✜❡r✮ ♦❢ Γ ✐❢
∀k ∈ K, skσ =E tkσ✳
❆ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
∧
k∈K xk =
? tk s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ xk✱
❢♦r k ∈ K✱ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❞❛❣ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠ ✐s ❛ ❝♦♥✲
❥✉♥❝t✐♦♥
∧
k∈K xk =
? tk s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r✉❧❡s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ σ = {xk 7→ tk}k∈K ✱ σ̂ ✐s t❤❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
∧
k∈K xk =
?
E tk
❝❛❧❧❡❞ ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ⊤ ✭r❡s♣✳ ⊥✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ✉♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ✭r❡s♣✳ ♥♦✮ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛ E✲s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚✇♦
E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ E✲s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ E✲s♦❧✉t✐♦♥s SUE(Γ ) ♠❛② ❜❡ s❝❤❡♠❛t✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✮ s❡t ♦❢ E✲s♦❧✉t✐♦♥s✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② CSUE(Γ ) ✭r❡s♣✳ CSMGUE(Γ )✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦r❞❡r✲
✐♥❣ ≤V ar(Γ )E ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s
✜♥✐t❛r② ✐❢ ❡❛❝❤ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ❛❞♠✐ts ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢
E✲s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ∃x˜ : Γ ✱ ✇❤❡r❡ x˜ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ✭♦r ❢r❡s❤✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ Γ ✐s ❛♥
E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ E✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ∃x˜ : Γ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ❛ CSUE(Γ ) ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ CSUE(Γ ) t♦
✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ x˜✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ SUE(Γ,C) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ E✲
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ Γ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢r❡❡
❝♦♥st❛♥ts✮✿
SUE(Γ,C) = {σ | σ ∈ SUE(Γ ) ∧ ∀c ∈ C, cσ = c}
■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ SU<E (Γ,C) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ E✲s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ Γ s✉❝❤ t❤❛t C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ < ✐s ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ Γ ✿
SU<E (Γ,C) = {σ | σ ∈ SUE(Γ,C)∧∀x∀c ∈ C, x < c⇒ c ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ xσ}
■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t E✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥✳
❆ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞✿
t❤❡ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ −→R ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ←→E ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
l → r ✐♥ R ❜✉t ♥♦t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r✉❧❡ r → l✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❢❛♠✐❧✐❛r
✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✺
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧♦s✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s②♠♠❡tr②✱ r❡✢❡①✐✈✐t② ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ❆ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ✐s s❛✐❞ ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢
∗
←→R⊆
∗
−→R ◦
∗
←−R
❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛✐♥ t0 −→R t1 −→R · · · −→R tn −→R
· · · ✳ ❆ t❡r♠ u ✐s s❛✐❞ ✐♥ R✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭♦r R✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ u′ s✉❝❤
t❤❛t u −→R u′✱ ❛♥❞ ✐❢ t
∗
−→R u✱ t❤❡♥ u ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ R✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t✳ ❲❤❡♥
R ✐s ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ t ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡
R✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t↓R ✱ t❤❡ R✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s σ↓R =
{x 7→ xσ↓R}x∈Dom(σ)✱ ❛♥❞ ✐❢ Γ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ Γ↓R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② R✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ Γ ✳
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Rep
Γ ∧ x =? t
Γ{x 7→ t} ∧ x =? t
if t /∈ X , x /∈ V ar(t), x ∈ V ar(Γ )
❋✐❣✳ ✶✳ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r✉❧❡s
✸✳✺ ■♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s
●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ R ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥
⊢R ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ Φ ⊢R Φ′ ✐❢ Φ′ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Φ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ✐♥ R✳ ■❢ ℓ ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡ ✐♥ R✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡
Φ ⊢R,ℓ Φ
′✳ ❚❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ⊢R✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊢∗R✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ R✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ R ✐s ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡q✉❡♥❝❡
Φ ⊢R Φ
′ ⊢R Φ
′′ ⊢R · · · ✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✇✳r✳t✳ ⊢R ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ R st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Φ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊢∗
R
✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
✐♥✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ R ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❢♦r s♦♠❡
t❤❡♦r② T ✱ ✐❢ Φ ⊢R Φ′ t❤❡♥ Φ ❛♥❞ Φ′ ❛r❡ T ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s T |= (Φ⇔ Φ′)✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ Φ′ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❋♦r ♦t❤❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts
❝♦♥❥✉♥❝ts ❛♥❞ t♦ ❣r♦✉♣ t♦❣❡t❤❡r s♣❡❝✐✜❝ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Φ;Φ′ ✇❤❡r❡ Φ ❛♥❞ Φ′ ❛r❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✭✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♥❡❡❞❡❞✱ Φ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Γ,∆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡
✶✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
t❤❛t Γ ✐s ❛ s❡t ✭❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ∆ ✐s ❛ s❡t ✭❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢
❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✼
✹ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❢♦r ❢r❡❡ ✭t❡r♠✲❣❡♥❡r❛t❡❞✮ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ T (Σ1∪Σ2,X )/ =E1∪E2 ❜② ✉s✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r
T (Σ1,X )/ =E1 ❛♥❞ T (Σ2,X )/ =E2 ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s
❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈❡rs ❛♥s ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡✲
❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐s s♣❡❝✐✜❝✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥
✐t ✐s ❛ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ✇♦r❞
♣r♦❜❧❡♠ ♦r ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ♣✉r❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t
r❡q✉✐r❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳
✹✳✶ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✜♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡❡ s②♠❜♦❧s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✿
r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✱ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❡ ❜r✐❡✢②
r❡❝❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭❬❨❡❧✽✼❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐t✲
t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✭❬❚✐❞✽✻❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭❬❙❙✽✾✱❇❙✾✻❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡s♣✳ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
✉♥✐✜❛❜✐❧✐t②✮ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
✶✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜②
❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss ❬❙❙✽✾❪ ✭❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❜② ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❬❇❙✾✻❪
✭❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡✉s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③✳
❲❡ ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✮ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✮ ✉♥✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s♦❧✈❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣r♦❜❧❡♠ ♣✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣❡t s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣♦ss✐❜❧② ❜✉✐❧❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ♠❛② ❛♣♣❡❛r✳
❈♦♥✢✐❝t ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❚❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❝♦♥✢✐❝t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐ts ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r②✳ ❚♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
x ❛s ❛ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t♦ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ t❤❡♦r② ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ♠✉st ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣❤❛s❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥❧② t❤❡ s❡t ♦❢ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❈♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ t❤❡♦r② ❛s ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r②✱ ✐s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛rs s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡
❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿
x1 = t1[y2] ∧ y2 = t2[x1]
❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ <
♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦♥st❛♥ts✮ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② <✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ✉♥✐✜❡r σ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② < ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡✿ c /∈ σ(x) ❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♥❞
❛♥② ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t x < c✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜r❡❛❦ t❤❡
❝②❝❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣s✿ x1 < y2 ❛♥❞ y2 < x1✳
❚❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢
✕ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✕ t❤❡♦r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
✕ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❧s t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡s✳
▲❡♠♠❛ ✶ ✭❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t E1 ❛♥❞ E2 ❜❡ t✇♦
s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❧❡t Γ1 ❛♥❞ Γ2 ❜❡ t✇♦ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♣✉r❡ ✐♥ E1 ❛♥❞ E2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t V ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✾
V ar(Γ1) ∩ V ar(Γ2)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t SF (Γ1 ∧ Γ2) ♦❢ ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
ξ̂ ∧ σ̂1 ∧ σ̂2
s✉❝❤ t❤❛t ✿
✕ ξ ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ V ✱
✕ σi ∈ CSU
<
Ei
(Γiξ, Vj) ❢♦r i, j = 1, 2✱ i 6= j✱ ❢♦r ❛❧❧ V1 ❛♥❞ V2 s✉❝❤ t❤❛t
V1 ∪ V2 = V ξ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣s < ♦♥ V1 ∪ V2✳
❚❤❡ s❡t SF (Γ1∧Γ2) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❛❣ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t
♦❢ E1 ∪ E2✲✉♥✐✜❡rs ❢♦r Γ1 ∧ Γ2✳
❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✻ ❛❜♦✉t ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✭❬❇❙✾✻❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✜♥✐t❛r②✮ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✜♥✐t❛r②✮✳
❆ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss ❬❙❙✽✾❪✳ ❚❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❇♦✉❞❡t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❇♦✉✾✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✇❤❡♥ t❤❡② ♦❝❝✉r ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦♥❧② ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡
❇♦✉❞❡t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② MEi ❛♥❞ ArcEi ✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
✕ SUEi(Γ ∧MEi(y)) = {σ | σ ∈ SUEi(Γ ), yσ ∈ X}
✕ SUEi(Γ ∧ArcEi(x, y)) = {σ | σ ∈ SUEi(Γ ), xσ ∈ X , ❛♥❞ xσ /∈ V ar(yσ)}
■♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ MEi
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✏♠♦❞✉❧♦✑ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛✐rs
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ArcEi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✏♠♦❞✉❧♦✑
❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ t♦ ❡①✲
♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥ ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❢♦r
r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s✿
✕ ❢♦r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱
✕ ❢♦r r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s✱ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡s ❤❛✈❡ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳
❚❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❜❧❡♠s✿
✷✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
if

ω ∈ AlienPos(t)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
IE
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
if
8<
:
s ∈ T (Σ1,X )\X ,
t ∈ T (Σ2,X )\X
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Ei✲Res
+
Γi
∃xi : bσi if σi ∈ CSUEi(Γi),xi = V ar( bσi)\V ar(Γi).
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Conflict
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
⊥
if s(ǫ) ∈ Σ1, t(ǫ) ∈ Σ2
Cycle
Γ ∧ x1 =
? t1[x2] ∧ x2 =
? t2 ∧ · · · ∧ x2n =
? t2n[x1]
⊥
✐❢ si ∈ T (Σ1,X )\X ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❞❞ i = 1, . . . , 2n− 1 ❛♥❞ tj ∈ T (Σ2,X )\X ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥
j = 2, . . . , 2n✳
❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s
✕ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❇❙✾✺❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲❢r❡❡ str✉❝t✉r❡s ❬❇❙✾✽❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣s ❬❇❛❛✾✼❪✱
✕ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❬❙❑✵✶❪✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
✹✳✷ ❚❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ ✭♣♦ss✐❜❧②
✇✐t❤ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ♠♦❞✉❧♦
❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✷✶
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
if

ω ∈ AlienPos(t)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
IE
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
if
8<
:
s ∈ T (Σ1,X )\X
t ∈ T (Σ2,X )\X
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Ei✲Res
+
Γi
∃xi : bσi if

σi ∈ CSUEi(Γi)
xi = V ar( bσi)\V ar(Γi)
VarRep
Γ ∧ x =? y
Γ{x 7→ y} ∧ x =? y
if x, y ∈ V ar(Γ ), x 6= y
Conflict
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t
Γ ∧ x =? s ∧ x =? t ∧MEi(x)
if

s(ǫ) ∈ Σ1, t(ǫ) ∈ Σ2
VarRep ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
Cycle
Γ ∧ y =? t[x]
Γ ∧ y =? t[x] ∧ (MEi(y) ∨ArcEi(x, y))
✐❢
8<
:
y =? t[x] ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝②❝❧❡ ♦❢ Γ
t ∈ T (Σi,X )\X
VarRep ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
❋✐❣✳ ✸✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❚✐❞❡♥ ❬❚✐❞✽✻❪ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❛✉ss ❬❙❙✽✾❪✳ ❚❤❡s❡
❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✉♥✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲
❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❡r♠s✳ ❚❤❡♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✉s❡❞ ❜② ◆✐♣❦♦✇ ❬◆✐♣✾✶❪ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❇✉t ❛❧❧ t❤❡s❡s ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ r❡s✉❧t
✐♥✐t✐❛❧❧② s❤♦✇♥ ❜② P✐❣♦③③✐ ❬P✐❣✼✹❪✳
❚❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✭❢r❡❡✮ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
t❤❡♦r② s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♥♦r♠❛❧✐s❡ t❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛
❣r♦✉♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❡r♠✳
✷✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ✐♠♣✉r❡ t❡r♠ t ✐s ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ✐❢ ✐ts ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠s
❛r❡ ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐❢ t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠s✳ ❆
♣✉r❡ t❡r♠ ✐s ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❢r❡❡
❝♦♥st❛♥ts✳
■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡✲
♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡r♠ ✐♥
❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣✉r❡ t❡r♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t t ❜❡ ❛♥ ✐♠♣✉r❡ t❡r♠✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠s ♦❢ t✳ ▲❡t t′ ❜❡ t❤❡ t❡r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠s ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ x =? t′ ✭✇❤❡r❡ x ✐s ❛
❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ x =? t′′ s✉❝❤ t❤❛t t′′ ✐s ❛ t❡r♠ E1 ∪E2✲❡q✉❛❧
t♦ t ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② t❡r♠ ✐s ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞
❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤♦✇ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱
✇❤❡r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✳
✹✳✸ ▼❛t❝❤✐♥❣
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ◆✐♣❦♦✇ ❬◆✐♣✾✶❪
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠s s✐♥❝❡
♦♥❧② t❤❡ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ tr✉❡ ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♦♥❧②✳
✹✳✸✳✶ ❘❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s
❚❤❡ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ♠❛t❝❤✲
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ s ≤?E1∪E2 t
✇❤♦s❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ s ✐s ♣✉r❡✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ts
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✷✸
✶✳ Purification
❆♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
VA
x =? t
∃x1, . . . , xn : x =
? t[x1]ω1 · · · [xn]ωn ∧
n^
i=1
xi =
? t|ωi
if

AlienPos(s) = {ω1, . . . , ωn}
x1, . . . , xn ❛r❡ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✷✳ Identification
❆♣♣❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
∃x, y : Γ ∧ x =? s ∧ y =? t
∃x : Γ{y 7→ x} ∧ x =? s
if s =E1∪E2 t
✸✳ Collapsing
❆♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
Γ ∧ x =? t[c]
Γ ∧ x =? c
if t ∈ T (Σi,X )\X , t[c] =Ei c, c ✐s ❛ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥t
✹✳ Heterogenization
❆♣♣❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
∃x : Γ ∧ x =? s
Γ{x 7→ s}
❋✐❣✳ ✹✳ ❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠
✷✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✶✳ Purification
❆♣♣❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
VA
Γ ∧ s =? t
∃x : Γ ∧ s[x]ω =? t ∧ x =? s|ω
if

ω ∈ AlienPos(s)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
✷✳ Identification
❆♣♣❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
∃x, y : Γ ∧ x =? s ∧ y =? t
∃x : Γ{y 7→ x} ∧ x =? s
if s, t ∈ T (Σi,X ), s =Ei t
✸✳ Decision
❆♣♣❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
Γ ∧ s =? t
Γ
if s =Ei t
Γ ∧ s =? t
⊥
if s 6=Ei t
∃x : Γ ∧ x =? s
Γ
if x /∈ V ar(Γ )
❋✐❣✳ ✺✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❡r♠s ✐♥ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✷✺
❛ s♦❧✉t✐♦♥ σ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s E1 ❛♥❞ E2✱ ❛♥ ❛❧✐❡♥
s✉❜t❡r♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ sσ =E1∪E2 t ✐s E1 ∪ E2✲❡q✉❛❧ t♦ ❛♥
❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❞✐r❡❝t❧② ✏✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣✑
❛♥ ❛❧✐❡♥ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✏❧❡❢t✲♣✉r❡✑ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲
❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❬✸✵❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣
❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t
✉♥✐♦♥✳
VA(RCF)
Γ ∧ s ≤? t_
(ω,ω′)∈AP
∃x : Γ ∧ s[ω ←֓ x] ≤? t ∧ s|ω ≤
? t|ω′ ∧ x ≤
? t|ω′
if
8><
>:
AP = AlienPos(s)×AlienPos(t)
s /∈ T (Σi,X )
s(ǫ), t(ǫ) ∈ Σi
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Conflict
Γ ∧ s ≤? t
⊥
if s(ǫ) ∈ Σi, t(ǫ) /∈ Σi
❋✐❣✳ ✻✳ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s
✹✳✸✳✷ ❘❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ✉s✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♦❧✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥
x =? s✳ ■♥ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s✱ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❛ ♠❛t❝❤✲
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✲
❡q✉❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡❞ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ x ≤? t✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ x =? s ❛♥❞ x ≤? t ❜② s ≤? t ❛♥❞ x ≤? t✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✭❬◆✐♣✾✶❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
✷✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
LeftVA
Γ ∧ s ≤? t
Γ ∧ s[ω ←֓ x] ≤? t ∧ x =? s|ω
if

ω ∈ AlienPos(s)
x ✐s ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
Merge
Γ ∧ x ≤? t ∧ x =? s
Γ ∧ x ≤? t ∧ s ≤? t
MatchRes
Γ ∧ s ≤? t
Γ ∧
V
k∈K xk ≤
? tk
if

s ∈ T (Σi,X )\X
{xk 7→ tk}k∈K ∈ CSUEi(s ≤
? t)
Delete
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′
Γ ∧ x ≤? t
if t =E t
′
Fail
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′
⊥
if t 6=E t
′
❋✐❣✳ ✼✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✷✼
✹✳✸✳✸ ❆r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬◆✐♣✾✶❪✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ t❤❡♦r✐❡s E1 = {f(f(x)) = a}✱ E2 = {g(x, x) = x}
❛♥❞
E3 = DA =


x+ (y + z) = (x+ y) + z
x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z
(x+ y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z
❚❤❡ t❤❡♦r② E1 ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s E2, E3 ❛r❡ ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐s
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✳
✕ E1✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ✐♥❞❡❡❞ tr✐✈✐❛❧❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱
✕ E2✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❍❡r✽✼❪✱
✕ E3 ❤❛s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜✉t ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❙③❛✽✷❪✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t E1 ∪ E2 ∪ E3✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
E3✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳
▲❡t s, t ∈ T ({+, ∗},X )✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✲❡q✉❛t✐♦♥
f(g(f(s), f(t)) ≤? a
✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✐♥ E1 ∪ E2 ∪ E3 ✐✛
g(f(s), f(t)) =? f(x) ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡
⇔ f(s) =? f(t) ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡
⇔ s =? t ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s =? t ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✐♥ E1 ∪ E2 ∪ E3 ✐✛ s =? t ✐s ✉♥✐✜❛❜❧❡
✐♥ E3 = DA✳ ❙✐♥❝❡ DA✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ E1 ∪ E2 ∪ E3✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤✐❧st ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s E1, E2 ❛♥❞ E3✳
■♥ ❬✷✾✱✸✵❪✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❧✐❦❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s✱
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥
❜❡✐♥❣ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
✹✳✹ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✈s✳ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t♦ ♣❡r♠✐t
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ E✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❢r❡❡ s②♠❜♦❧s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
❣❡♥❡r❛❧ E✲♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❢r♦♠ ❛♥ E✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇✉t ✐s t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②❄ ❲❡
✷✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❣✐✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❬✸✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ✭♠✉❧t✐✲s♦rt❡❞✮
t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤✐❧st ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳
❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ❛ t❤❡♦r② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ DA ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛①✐♦♠s ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥♥♦t
❡①✐st ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✈s✳ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✐s t❤❡r❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤✐❧st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t❄ ❊✈❡♥
✐❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✱ ✉♣ t♦ ♠②
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✹✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s
■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts ❬✷✽❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦r ❬✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
❛ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s ❛ s②♠❜♦❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❛s t♦♣✲s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ❛♥② r✉❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t♦r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ r❡❣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❬✻❪✳ ❚❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r✲r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛♥② s❤❛r❡❞ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ s♦❧✈❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❢❛❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r
✇✐t❤ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ❤❛s s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞✉❧❛r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❛①✐♦♠s ♦✈❡r
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸✹❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐♦♥
♦❢✿
✕ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞
✕ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② E ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤❛r❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✏❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✑✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❣♦♦❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ E✳ ❆ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ r❡❣✲
✉❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✱ ❜②
❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✷✾
✺ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s
❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✽✵✬s ❜② ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❬◆❖✼✾❪ ❛♥❞ ❙❤♦st❛❦ ❬❙❤♦✽✹❪ ❢♦r
✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐s❥♦✐♥t s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ♠❛❦❡s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡ t❤❡♦r✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡♦r✐❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❜❡ s✉❝❤
t❤❛t ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r② T ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜✲
♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✭st❛❜❧❡✲✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✮❀ t❤❡♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ◆❖✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r r❡❞✉❝✲
✐♥❣ t❡r♠s t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ✭❝❛♥♦♥✐③❡rs✮ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭s♦❧✈❡rs✮❀ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❙❍✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛✲
♣❡rs ❬❈▲❙✾✻✱❘❙✵✶✱❇❉❙✵✷✱❑❛♣✵✷✱●❛♥✵✷✱❈❑✵✸❜✱❘❙✵✷✱❈❑✵✸❛✱▼❩✵✸❪ ❤❛✈❡ ❝❧❛r✐✲
✜❡❞ t❤❡ s✉❜t❧❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
✇✐t❤ ◆❖ t❤❡♦r✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛❞♦♣t ❛ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✭❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✮ ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦✛❡rs
❛ ❜❡tt❡r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ♠❛❦❡ ❝♦r✲
r❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ❡❛s✐❡r✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
❛♥❞ ❙❤♦st❛❦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❝❛st ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠✱ r✐❣✲
♦r♦✉s✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ❖✉r r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱
✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥✈❡① ◆❖ t❤❡♦r✐❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s✿ ✭❛✮ ❜♦t❤ ❛r❡ ◆❖ t❤❡♦r✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱
✭❜✮ ❜♦t❤ ❛r❡ ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥❡ ✐s ❛ ❙❍ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s
❛ ◆❖ t❤❡♦r② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡✲
♥❛r✐♦ ❛s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s
♦❢ ❬●❛♥✵✷✱▼❩✵✸✱❈❑✵✸❛❪✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ❢♦r ✭❜✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❡✜♥❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❛t ❢♦r ✭❛✮✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛
✸✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❢♦r ✭❝✮✱ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬❇❉❙✵✷❪✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛r❧② r❡✉s✐♥❣ t❤♦s❡ ❢♦r
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✳ ❖✉r s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❛s s❡r✈❡s t✇♦ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✐rst✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡✇✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♥♦♥✲❡①♣❡rts ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ✐s t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❢♦r s♦❧✈❡rs ✭s❡❡ ❬❈❑✵✸❜❪✮✿ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❡①✐sts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s ♠✉st
❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
❢♦r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✜♥❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦❣✐✲
❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦
❣✉❡ss✐♥❣ ❛♥❞ r❡❢✉t❛t✐♦♥✷✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❢♦r ❙❍ t❤❡♦r✐❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✭✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✮ ✐s ♥♦t ❛ ❙❍ t❤❡♦r②✱
❜✉t ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ s❡❡♠ t♦ s✉❣❣❡st
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❆♥② ❛❞ ❤♦❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✭❝✮
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✿ s♦❧✈❡rs ❛♥❞
❝❛♥♦♥✐③❡rs ❢♦r ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t❡ à ❧❛
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳ ❇② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳
✺✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s ❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
▲❡t V ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ E ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r V ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ V ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ E✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② arr(V,E)✱ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s arr=(V,E) = {x = y | (x, y) ∈ E} ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s
arr6=(V,E) = {x 6= y | (x, y) ∈ (V × V ) \ E}✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ n ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ n ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇❡❧❧
♥✉♠❜❡r✿
Bn+1 =
n∑
k=0
(
n
k
)
Bk, ✇❤❡r❡
(
n
k
)
=
n!
k!(n− k)!
▲❡♠♠❛ ✸ ✭❬✸✻❪✮✳ ■❢ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡♥ ❛♥②
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ Φ1 ∧ Φ2 ♦❢ ♣✉r❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ E ♦✈❡r s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ V =
V ar(Φ1)∩V ar(Φ2) s✉❝❤ t❤❛t Φi ∪ arr(V,E) ✐s Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ Mi ✭❢♦r
i = 1, 2✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳
✷ ❆ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s S ❡♥t❛✐❧s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ ✐✛ S ∪ {¬φ} ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸✶
❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛ s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❧❡❛r❧② s❛t✐s✜❡❞✳
▲❡♠♠❛ ✹ ✭❬✸✻❪✮✳ ■❢ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✱
t❤❡♥ ❛♥② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ Φ1∧Φ2 ♦❢ ♣✉r❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ E ♦✈❡r s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
V = V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2) s✉❝❤ t❤❛t Φi ∪ arr(V,E) ✐s Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r i = 1, 2✳
▲❡♠♠❛ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❛❛❞❡r✲❙❝❤✉❧③ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳ ❇♦t❤
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
s❡t ♦❢ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ T1∪T2✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭❝❢✳ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❇♦✉❞❡t✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ NOnc
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ NOnc1 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❛♥❞ NO
nc
2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ NO
nc
1 ❜②
s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t NOnc ✐s ❛ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤❡♥ T1
❛♥❞ T2 ❛r❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▲❡♠♠❛ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✭❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠✮
t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ✐♥ NOnc ✐s
T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ false✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡str✐❝t ✉s t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ Deduction r✉❧❡ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❝❛♥ ❜❡
s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✏❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ✉s✉❛❧❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣✉❡ss✐♥❣
♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
✺✳✷ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❈❙■✲t❤❡♦r✐❡s
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ✐♥ ❈❙■✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❢♦r ❜♦t❤ T1 ❛♥❞ T2✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ NO ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ NO1 ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❛♥❞ NO2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ NO1 ❜② s②♠♠❡tr②✳
❆ s②♠♠❡tr✐❝ r✉❧❡ ❢♦r T2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ r✉❧❡ ❢♦r T1 ❜② s✇❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞❡①❡s 1
❛♥❞ 2✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r T2 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ r✉❧❡s ❢♦r T2
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r T1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♥❛♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s 1, 2 t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❛ r✉❧❡ ❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ✐♥❞❡① ✇❤❡♥ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ r✉❧❡s✳
NO t❛❦❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Φ1;Φ2 ✇❤❡r❡ Φi ✐s ❛ s❡t ♦❢ Σi✲❧✐t❡r❛❧s
✭i = 1, 2✮✳ ❘✉❧❡ Contradiction1 r❡♣♦rts t❤❡ T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Φ1 ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡
♦❢ Φ1 ∧ Φ2✮✱ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❘✉❧❡ Deduction1
♣r♦♣❛❣❛t❡s ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ T1 t♦ T2 ✭✐❢ t❤❡② ❛r❡
♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② x = y ✐s ❛
❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ T1 ∪ Φ1 ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡
✸✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Contradiction1
Φ1;Φ2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;Φ2_
k∈K
(Φ1 ∪ {xk = yk};Φ2 ∪ {xk = yk})
if
8>>><
>>>:
Φ1 ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
Φ2 ✐s T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡
T1 |= Φ1 ⇒
W
k∈K xk = yk
∀K′ ⊂ K, T1 6|= Φ1 ⇒
W
k∈K′ xk = yk
∀k ∈ K, T2 6|= Φ2 ⇒ xk = ykS
k∈K{xk, yk} ⊆ V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2)
❋✐❣✳ ✽✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ NOnc1
T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Φ1 ∪ {x 6= y} s♦ ❛s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t NO ✐s ❛ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✲
♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛s
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ Deduction r✉❧❡ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❈❙■ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
✺✳✸ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙❍✲t❤❡♦r✐❡s
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ✐♥ ❙❍✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐③❡r canoni ❛♥❞ ❛
s♦❧✈❡r solvei ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② Ti ✭i = 1, 2✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠
SH ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ SH1 ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛♥❞ SH2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
SH1 ❜② s②♠♠❡tr②✳
SH t❛❦❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ1, ∆1;Γ2, ∆2✱ ✇❤❡r❡ Γi ✐s ❛ s❡t ♦❢ Σi✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ∆i ✐s ❛ s❡t ♦❢ Σi✲❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r i = 1, 2✳ ❘✉❧❡ Solve− fail1 r❡♣♦rts
t❤❡ T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Γ1 ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ Γ1∧∆1∧Γ2∧∆2✮ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② solve1✳
❘✉❧❡ Solve− success1 r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ Σ1✲❡q✉❛❧✐t✐❡s Γ1 ✇✐t❤ t❤❡✐r s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ solve1✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✇♦ r✉❧❡s✳ ❉❡❛❧✲
✐♥❣ ✇✐t❤ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐♠♣❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭♣♦ss✐❜❧②
❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❡❡ Deduction1✮ ✉s✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐③❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❧❛③✐❧② r❡♣♦rt ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❡♥t❛✐❧❡❞ ✭s❡❡ Contradiction1✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❤❛♥❞❧❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸✸
Contradiction1
Φ1;Φ2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;Φ2
Φ1;Φ2 ∪ {x = y}
if
8><
>:
Φ1 is T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
Φ2 ∧ x 6= y ✐s T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(Φ2)
❋✐❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ NO1
❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ▲❡t T1, T2 ❜❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❙❍✲t❤❡♦r✐❡s✳ ▲❡t SH ❜❡ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ SH1 ∪ SH2✱ ✇❤❡r❡ SH1 ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✵ ❛♥❞ SH2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ SH ✐s ❛ T1∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✺✳✹ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ❈❙■ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ❙❍
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t T1 ✐s ✐♥ ❈❙■ ❛♥❞ t❤❛t T2 ✐s ✐♥
❙❍✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛r✐s❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✳❣✳ t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ❙❍ ❛♥❞ E ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ ❙❍✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ NS✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
NO1 ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✮ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ SH2 ✭t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ SH1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ NO1 ✭r❡s♣✳ SH2✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Φ1;Φ2 ✭r❡s♣✳ Γ1, ∆1;Γ2, ∆2✮ ✇✐t❤ Φ1;Γ2, ∆2✳ ❚❤❡ s✐❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ Deduction r✉❧❡s ✐♥ NS ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❢♦r
Deduction r✉❧❡s ✐♥ NO ❛♥❞ SH✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ NS ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② r❡✉s✐♥❣
❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❧❡♠♠❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r NO ❛♥❞ SH ✭❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✮✳ NS ❝❛♣t✉r❡s
t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦st❛❦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥
❛❜str❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❉❙✵✷❪✳ ❚♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦st❛❦
♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ❞♦♥❡ ❜②
❬❈❑✵✸❛❪✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✳ ▲❡t T1, T2 ❜❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t T1 ✐s ✐♥
❈❙■ ❛♥❞ T2 ✐s ✐♥ ❙❍✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊢
∗
NS
✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ Φ1;Γ2, ∆2 ⊢
∗
NS
false
✐✛ Φ1 ∧ Γ2 ∧∆2 ✐s T1 ∪ T2✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
▲❡t T1, ..., Tk ❛♥❞ Tk+1, ..., Tk+n ❜❡ k t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■ ❛♥❞ n t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❙❍✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t Σi ∩ Σj = ∅ ❢♦r i, j = 1, . . . , k + n✱ i 6= j✱ ❛♥❞
n, k ≥ 1✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞✉❧❛r❧② ❜✉✐❧❞ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T =⋃k+n
j=1 Tj ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❘❡♣❡❛t❡❞❧② ✉s❡ NO t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
U0 =
⋃k
j=1 Tj ✱ t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✉s❡ NS t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r U1 =
U0 ∪ Tk+1, . . . , Un = Un−1 ∪ Tk+n✱ ✇❤❡r❡ Un ✐s T ✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦
✸✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Solve− fail1
Γ1, ∆1;Γ2, ∆2
false
if solve1(Γ1) = false
Solve− success1
Γ1, ∆1;Γ2, ∆2cσ1, ∆1;Γ2, ∆2 if

Γ1 ✐s ♥♦t ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✱
σ1 = solve1(Γ1) 6= false
Contradiction1 cσ1, ∆1 ∪ {s 6= t};Γ2, ∆2
false
if canon1(sσ1) = canon1(tσ1)
Deduction1
cσ1, ∆1;cσ2, ∆2cσ1, ∆1;cσ2 ∪ {x = y}, ∆2 if
8<
:
canon1(xσ1) = canon1(yσ1)✱
canon2(xσ2) 6= canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(cσ1) ∩ V ar(cσ2)
❋✐❣✳ ✶✵✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ SH1
r❡♣❡❛t❡❞❧② ✉s❡ SH t♦ ❝♦♥str✉❝t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s
✐♥ ❙❍✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ✉s❡ ♦❢ NO ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳
❆❧s♦✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ st✐❧❧ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ k t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■
❛♥❞ n t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❙❍✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② ♦✉r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t k + n t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
Φ1; . . . ;Φk;Γk+1, ∆k+1; . . . ;Γk+n, ∆k+n
❚❤❡ r✉❧❡ Deduction ✇♦✉❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦♥❡ t❤❡♦r②✱ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r (k + n) − 1 t❤❡♦r✐❡s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦r NS t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r✉❧❡s ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ NO1, . . . ,NOk, SHk+1, . . . , SHk+n✮ ②✐❡❧❞ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❢♦r T ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♥♦t❛t✐♦♥✳
■t ✐s ❛ ♣✐t② t♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✉❜✐q✉✐t♦✉s
t❤❡♦r②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✐s ♥♦t ✐♥ ❙❍✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
✺✳✺ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡rs
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r✐t②
r❡s✉❧t ❛♥❞ r❡t❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❡rs ❛♥❞ s♦❧✈❡rs✳ ❇② ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸✺
Contradiction1
Φ1;Γ2, ∆2
false
if Φ1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
Deduction1
Φ1;cσ2, ∆2
Φ1;cσ2 ∪ {x = y}, ∆2 if
8><
>:
Φ1 ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡,
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
canon2(xσ2) 6= canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(cσ2)
Solve− fail2
Φ1;Γ2, ∆2
false
if solve2(Γ2) = false
Solve− success2
Φ1;Γ2, ∆2
Φ1;cσ2, ∆2 if

Γ2 ✐s ♥♦t ✐♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r♠✱
σ2 = solve2(Γ2) 6= false
Contradiction2
Φ1;cσ2, ∆2 ∪ {s 6= t}
false
if canon2(sσ2) = canon2(tσ2)
Deduction2
Φ1;cσ2, ∆2
Φ1 ∪ {x = y};cσ2, ∆2 if
8<
:
Φ1 ∧ x 6= y ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
canon2(xσ2) = canon2(yσ2)✱
x, y ∈ V ar(Φ1) ∩ V ar(cσ2)
❋✐❣✳ ✶✶✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ NS
❝❛♥♦♥✐③❡r ❬✷✺❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♥♦♥✐③❡ t❡r♠s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② T ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s Γ ✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T ✱ ✐✳❡✳ T |= Γ ⇒ s = t✱ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ecan(Γ )(s) = ecan(Γ )(t)✱ ✇❤❡r❡ ecan(Γ )(s) ❛♥❞
ecan(Γ )(t) ❛r❡ t❤❡ ✏❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s✑ ♦❢ s ❛♥❞ t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❘❙✵✶❪ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❙❤♦st❛❦ t❤❡♦r② ✐s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r✐❣♦r♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❤♦st❛❦
s❝❤❡♠❛✳ ■♥ ❬❘❙✵✷❪✱ s✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❛ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❤♦st❛❦ s❝❤❡♠❛ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✲
✐③❡r ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞
❝❛♥♦♥✐③❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♠♦❞✉❧❛r✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ t✇♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡rs ❢♦r t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
✸✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❝❛♥♦♥✐③❡r ❢♦r t❤❡✐r ✉♥✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡rs ✐s
t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜✉✐❧t ❜② r❡✉s✐♥❣ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤
❛s ❝❛♥♦♥✐③❡rs ❛♥❞ s♦❧✈❡rs ❢♦r ❙❍ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s
✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ s♦❧✈❡r s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡r ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❛r✲
✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡✉s❡ ❞✐s♣❛r❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇♦r❞
♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ✭❬✷✺❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥✈❡① st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛♥♦♥✐③❡r ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
✺✳✻ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r✐❡s
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐✲
t✐❡s ❛s ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❙❍✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡s❡
❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❙❍✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ✜rst ❛ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐③❡r t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ❛♥❞ Φ ❜❡ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❆
s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s E ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❢♦r Φ ♠♦❞✉❧♦ T ✮ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥②
x, y ∈ V ar(Φ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T |= Φ ⇒ x = y ✐✛ E |= x = y✳ ❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡
T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② DCT ✱ s✉❝❤
t❤❛t ✐❢ Φ ✐s T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s false✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s true{E}
✇❤❡r❡ E ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r Φ ♠♦❞✉❧♦ T ✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✳ ▲❡t T1, T2 ❜❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❈❙■✲t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ▲❡t DC ❜❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ DC1 ∪DC2✱ ✇❤❡r❡ DC1 ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❛♥❞
DC2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ DC ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✏❣✉❡ss✐♥❣✑ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s x = y ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ❛♥❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② r❡❢✉t❛t✐♦♥✱ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♦❢ Φ∧x 6= y✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❈❙■✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r
✐♥t❡r❡st t♦ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❈❙■✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
✏❜❛s✐❝✑ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r✐t② ❬✸✼❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ❛♥❞ I ❛ ❜❛s✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r T ✳
●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ T ✲✈❛❧✐❞ ❝❧❛✉s❡s Ax✿
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸✼
Unsat=1
Ω1;∆;E;Ω2
false
if DCT1(Ω1 ∪ E) = false
Unsat 6=
Ω1;∆;E;Ω2
false
if x 6= y ∈ ∆ ❛♥❞ (x, y) ∈ E∗
Deduction1
Ω1;∆;E;Ω2
Ω1;∆;E′;Ω2
if

DCT1(Ω1 ∪ E) = true{E
′}
E′∗ 6= E∗
❋✐❣✳ ✶✷✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭DC1✮
✕ (I, Ax) ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s Γ ✱
❛♥② I✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Ax ∪ Γ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ false ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛♥②
I✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ Ax ∪ Γ ✳
✕ (I, Ax) ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s Γ ✱ ❛♥② I✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ Ax ∪ Γ ✐s ✜♥✐t❡✳
✕ (I, Ax) ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ (I, Ax) ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s Γ ❛♥❞ ❛♥② I✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠
S ♦❢ Ax ∪ Γ ✱ E(S) ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r Γ ♠♦❞✉❧♦ T ✳
■❢ (I, Ax) ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✱ t❤❡♥ (I, Ax) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥
✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s Ax ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥✲
❡✈❡r ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ I ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❢✉t❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡✮✳ ❆ t❤❡♦r② T ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❜❛s✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ I ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s Ax s✉❝❤ t❤❛t
(I, Ax) ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r✐❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②❉❈❈ ✭r❡s♣✳❉❈❈❙■✮✳
❙♦♠❡ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❋✐rst✱ ✐❢ (I, Ax) ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r T ✱ t❤❡♥
I ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❉❈❈ ⊆ ❈ ❛♥❞ ❉❈❈❙■ ⊆ ❈❙■✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ s②st❡♠ ♠❛② ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ✏❧♦❝❛❧✑ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ✉s✐♥❣
❣✉❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐✲
t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❡r ♦❢ ❛ ❙❍✲t❤❡♦r②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❉❈❈❙■ s✐♥❝❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s
❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳
❋♦r ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❉❈❈❙■✱ ♦♥ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ DC ✭❝❢✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✮ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
✸✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ✭❬✸✼❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❉❈❈❙■ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t
✉♥✐♦♥✳
✺✳✼ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦♦❢✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❚❤❡ ✏❧❛③②✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❙▼❚✱ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ✭s✉❝❤ ❛s ▼❛t❤✲
❙❛t ❬❇❇❈+✵✻❪✱ ❉P▲▲✭❚✮ ❬●❍◆+✵✹❪✱ ■❈❙ ❬❋❖❘❙✵✶❪✱ ❈❱❈✲▲✐t❡ ❬❇❇✵✹❪✱ ❤❛❘✲
❱❡② ❬❉❘✵✸❪✱ ❡t ❩❛♣❛t♦ ❬❇❈▲❩✵✹❪✮✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥
s♦❧✈❡r ✭❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♥ ❡✣❝✐❡♥t ❙▼❚ t♦♦❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉s❡ s❛t✲
✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ✇❤❡♥ t❤❡
✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r✉♥❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡
❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ s♦❧✈❡r✳
❲❡ st✉❞② ❤♦✇ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♠♦❞✉❧❛r❧② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❡✐t❤❡r ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✐s✲
✜❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐t♥❡ss
❢♦r ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✢✐❝t s❡t✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ✭♦r ✏♠✐♥✐♠❛❧✑ ✐♥ ❛ s❡♥s❡
t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡✮ s❡t ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡ ❝♦♥✢✐❝t
s❡ts✱ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙✉❝❤ ❣r❛♣❤s r❡❝♦r❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❛✐❧♠❡♥t ♣r♦♦❢s✳ ❋♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦♦❢s ♦❢
✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❡♥❣✐♥❡s
r❡t✉r♥ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦r ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡
❜✉✐❧t ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛② ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ st❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳
❖✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ✭❢♦r t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✮
✺✳✼✳✶ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st♦r❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ✉s❡❞ t♦
❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝
❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s t❛❦❡♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❞❣❡s
❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s S ✐s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② x = y ✐♥ T
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✸✾
✐❢ S ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ T |= S ⇒ x = y✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ S ♦❢ x = y ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢
❛♥② str✐❝t s✉❜s❡t ♦❢ S ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ x = y✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤
❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❛✐❧♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥t❛✐❧♠❡♥t st❡♣s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐t ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤❡ ❡♥t❛✐❧♠❡♥t✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤✱ s✉❜❣r❛♣❤✱
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ♣❛t❤✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝②❝❧✐❝ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❣r❛♣❤s ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❆♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ ♣❛✐r (V,E) ✇❤❡r❡ V ✭❛❧s♦
✇r✐tt❡♥ ❛s Vertex (G)✮ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E ✭❛❧s♦ ✇r✐tt❡♥ ❛s Edge(G)✮
✐s ❛ s❡t ♦❢ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ✇r✐tt❡♥ ❛s (v, w) ❢♦r v, w ✐♥ V ✳ GV∅ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r❛♣❤
✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ V ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♥♦ ❡❞❣❡✱ ✐✳❡✳ GV∅ = (V, ∅)✳ ❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤
r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊆✳ ▲❡t G = (V,E) ❜❡ ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ s❡t
ElemPath(G, x, y) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞
y ✐♥ G✱ ✐✳❡✳ ✐❢ v0, ..., vn ✐s ❛ ♣❛t❤ s✉❝❤ t❤❛t x = v0, y = vn ❛♥❞ ❡❛❝❤ vi ♦❝❝✉rs ♦♥❝❡
✐♥ v0, . . . , vn✱ t❤❡♥ ElemPath(G, x, y) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s (vi−1, vi) ∈ Edge(G)✱
❢♦r i = 1, ..., n✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s x ❛♥❞ y✱ ElemPath(G, x, y) ✐s ❡♠♣t②
✐✛ x ❛♥❞ y ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ G✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ G ✐s CP (G) = {(x, y) | x, y ∈ V ❛♥❞ ElemPath(G, x, y) 6=
∅}✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r②✱ ϕ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ T ✲❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ G = (V,E) ❜❡ ❛♥
❛❝②❝❧✐❝ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t E ✐s ❛ s❡t t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣
<E✳ G ✐s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ϕ ✐❢ ✭✐✮ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ ϕ✱ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ LG ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ E ❛♥❞ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥
t❤❡ ♣♦✇❡r✲s❡t ♦❢ ϕ ∪ CP (G)✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛♥②
v1 = v2 ∈ E✿
✭✐✐✐✳❛✮ LG(v1 = v2) ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ T |= LG(v1 = v2)⇒ v1 = v2✱
✭✐✐✐✳❜✮ ❢♦r ❡❛❝❤ v′1 = v
′
2 ✐♥ LG(v1 = v2)\ϕ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t e <E (v1 = v2)✱ ❢♦r ❛♥②
e ✐♥ ElemPath(G, v′1, v
′
2)✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ ϕ ✐♥G ✐s Lit(G) = ϕ∩(
⋃
e∈E LG(e))✳ ❆♥ ❡❞❣❡ v1 = v2 ∈ E ✐s
♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ LG(v1 = v2) ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ T ✲❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r v1 = v2✳ ❆♥
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❡❞❣❡s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G′ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
G′ ⊑ G✱ ✐❢ Edge(G′) ⊆ Edge(G) ❛♥❞ ∀e ∈ Edge(G′), LG′(e) ⊆ LG(e)✳ ❆♥
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r E ✐❢ E ⊆ CP (G) ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❣r❛♣❤ G′ s✉❝❤ t❤❛t G′ ⊏ G ❛♥❞ E ⊆ CP (G′)✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G ♦❢ ❛
T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ϕ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭♠♦❞✉❧♦ T ✮ ✐❢ Eq(G) ✐s
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ϕ ✭♠♦❞✉❧♦ T ✮✳
■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❣r❛♣❤s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ <E ♦♥ ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ x = y t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤
G = (V,E) ♦❢ t❤❡ s❡t ϕ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ x ❛♥❞ y ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
✈❡rt✐❝❡s ✐♥ V s✉❝❤ t❤❛t x = y /∈ CP (G)✱ ❛♥❞ L ✐s ❛ s❡t ♦❢ T ✲❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ϕ∪CP (G)
✹✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
s✉❝❤ t❤❛t L ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ T |= L ⇒ x = y✱ t❤❡♥ Insert(G, x = y, L)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G′ = (V,E′)✱ ✇❤❡r❡ E′ = E ∪ {x = y}✱ LG′ ✐s
s✉❝❤ t❤❛t LG′(x = y) = L✱ ∀e ∈ E,LG′(e) = LG(e)✱ ❛♥❞ <E′ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ <E s✉❝❤ t❤❛t ∀e ∈ E, e <E′ x = y✳
✺✳✼✳✷ ✭◗✉❛s✐✮ ❝♦♥✢✐❝t s❡t
●✐✈❡♥ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ϕ✱ ❛ ❝♦♥✢✐❝t s❡t S ♦❢ ϕ ✐s ❛ s✉❜s❡t S ♦❢ ϕ
✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❆ ❝♦♥✢✐❝t s❡t S ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥② str✐❝t s✉❜s❡t ♦❢ S ✐s ♥♦t
❛ ❝♦♥✢✐❝t s❡t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❧✐t❡r❛❧s r❡♠❛✐♥s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞
❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t s❡t✳ ❋♦r t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❡♥✲
r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ q✉❛s✐
❝♦♥✢✐❝t s❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✉❜s❡t ψ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ϕ ♣❧✉s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ G ♦❢ ϕ✳ ❆ ❝♦♥✢✐❝t
s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ E ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
♦❢ E ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤ G✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭◗✉❛s✐ ❝♦♥✢✐t s❡t✮✳ ▲❡t ϕ ❜❡ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ψ
❛ s✉❜s❡t ♦❢ ϕ✱ G ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ ϕ✱ ❛♥❞ E ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t✉♣❧❡
(ψ,E,G) ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t ♦❢ ϕ ✐❢ E ⊆ CP (G)✱ ψ ∪ E ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞
✇❤❡♥❡✈❡r E 6= ∅✱ ψ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❆ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t (ψ′, E′, G′) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t (ψ,E,G)✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② (ψ′, E′, G′)  (ψ,E,G)✱ ✐❢ ψ′ ⊆ ψ✱ E′ ⊆ E ❛♥❞ G′ ⊑ G✳ ❆ q✉❛s✐✲
❝♦♥✢✐❝t s❡t (ψ,E,G) ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t (ψ′, E′, G′) s✉❝❤ t❤❛t
(ψ′, E′, G′) ≺ (ψ,E,G)✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❣❡t ❛ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ❜②
✉s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ✭✶✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❞❣❡s ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ✭❬✷✻❪✮✳ ❆ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t s❡t (ψ,E,G) ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐✛ ψ ∪ E ✐s ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ❛♥❞ G ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r E✳
✺✳✼✳✸ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t
s❡t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✇♦r❦s ♦♥ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s L ✭s❡ts ♦❢
❧✐t❡r❛❧s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ❜② ✉♥✐♦♥✳
❲❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t
✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✶
Unsat=1
Ω1;∆;G;Ω2
false{(Ω′1, E
′
1, G
′
|E′
1
)}
✐❢

µEXT1(Ω1, Eq(G)) = false{(Ω
′
1, E
′
1, G1)}
G′ = Merge(G,G1)
Unsat 6=
Ω1;∆;G;Ω2
false{({x 6= y}, {x = y}, G|{x=y})}
if

(x, y) ∈ CP (G)
x 6= y ∈ ∆
Deduction1
Ω1;∆;G;Ω2
Ω1;∆;G′;Ω2
if
8<
:
µEXT1(Ω1, Eq(G)) = true{G1}
G′ = Merge(G,G1)
G′ 6= G
Ωi ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② Ti✲❧✐t❡r❛❧s✱ ❢♦r i = 1, 2✳ ∆ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Merge ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❋✉♥❝t✐♦♥ Merge(G,G′)
G′′ := G
❋♦r❡❛❝❤ (x, y) ∈ Edge(G′)\Edge(G)
G′′ := Insert(G′′, x = y,LG′(x = y))
❊♥❞❋♦r❡❛❝❤
❘❡t✉r♥ G′′
❋✐❣✳ ✶✸✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✭EX1✮
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ L ❜❡ ❛ s❡t ♦❢
✭✜♥✐t❡✮ s❡ts ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② T ✲❧✐t❡r❛❧s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✉♥✐♦♥✳ ❆ T ✲❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❡♥❣✐♥❡ ❢♦r L ✐s ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② µEXT ✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥②
Ω ∈ L ❛♥❞ ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s E✿
✶✳ ■❢ Ω ∪E ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ µEXT r❡t✉r♥s true{G} ✇❤❡r❡ G ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r Ω ∪ E✳
✷✳ ■❢ Ω ∪ E ✐s T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ µEXT r❡t✉r♥s false{(Ω
′, E′, G)} ✇❤❡r❡
(Ω′, E′, G) ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡t ♦❢ Ω ∪ E✳
■❢ µEXT ❝♦♠♣✉t❡s ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❛s✐✲❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s✱ t❤❡♥ µEXT ✐s s❛✐❞ ♠✐♥✐♠❛❧✳
❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ❢♦r E
❛♥❞ LA✳
●✐✈❡♥ t✇♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✐♥ T1 ❛♥❞ T2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r L1 ❛♥❞ L2✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r L1 ∪L2✱ ✇❤❡r❡ L1 ∪L2
✹✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ❝❧♦s❡❞ ❜② ✉♥✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ L1 ❛♥❞ L2✳ ▲❡t EX ❜❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ EX1 ∪ EX2✱ ✇❤❡r❡ EX1 ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❛♥❞
DC2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✽ ✭❬✷✻❪✮✳ ▲❡t T1 ❛♥❞ T2 ❜❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■ s✉❝❤
t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✐♥ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❦♥♦✇♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r L1 ❛♥❞ L2✳ ❚❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ EX ✐s ❛ T1 ∪T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ L1 ∪L2✱
✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s ❛ q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s q✉❛s✐ ❝♦♥✢✐❝t
s❡t ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✐♥ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳
❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜✉✐❧t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ EX ❜❡❝♦♠❡s
❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥ T1 ∪ T2 ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ∆ ✐s ❡♠♣t②✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ✭▼♦❞✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✮✳ ▲❡t T1 ❛♥❞
T2 ❜❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❙■ s✉❝❤ t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ✐♥ T1 ❛♥❞
T2 ❛r❡ ❦♥♦✇♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r L1 ❛♥❞ L2✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ EX ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥ T1 ∪ T2 ❢♦r L1 ∪ L2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❡♥❣✐♥❡s ✐♥ T1 ❛♥❞ ✐♥ T2 ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳
❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ L1 = L2 = L1∪L2
✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✸
✻ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❛rr❛②s✱ ❧✐sts✱ ❛♥❞ ✐♥✲
t❡❣❡rs ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♠❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s P❱❙
❬❖❘❘+✾✻❪✱ ❙✐♠♣❧✐❢② ❬❉◆❙✵✸❪✱ ■❈❙ ❬❋❖❘❙✵✶❪✱ ❈❱❈ ❬❙❇❉✵✷❪✱ ❈❱❈ ▲✐t❡ ❬❇❇✵✹❪✳
❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❛❝❤
♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ s♦❢t✇❛r❡ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤
r✐s❦ ♦❢ ❡rr♦rs✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✢❡①✐❜❧② ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆❘❘✵✸❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② T r❡❞✉❝❡s t♦ s❤♦✇
t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛✐r ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬◆❘✵✶❪✱ ♦♥ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ T
❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s② ❜② ✉s✐♥❣ ✭❛❧♠♦st✮ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣r♦✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❙❝❤✵✷✱❲❡✐✾✼✱❘❱✵✷❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
②❡❛rs ♦❢ ❝❛r❡❢✉❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛♦rt❧❡ss❧② r❡✉s❡❞✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❡✈❡r❛❧
t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❧②✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥ts ♦❢ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♠♦st ✭✐❢ ♥♦t ❛❧❧✮ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇✐t❤
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞ ❤♦❝
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬◆❖✼✾❪ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❛t✲
✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✮ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣
❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦r ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭♦r t❤❡✐r
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✮ ♠✉st ❜❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✹✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
t❤❡♦r②✳ ❙✐♥❝❡ ❛ s❡t S ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭♦r ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐✲
t✐❡s✮ φ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ S ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ φ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬❉◆❙✵✸❪✮✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r s❛t✐s✜✲
❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✜♥❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ❛ ❝❧❛✉s❡ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ r❡s❡tt❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ♠✉st ❜❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❧✐t❡r❛❧s t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤♦✉t
r❡st❛rt✐♥❣ ✐t✳ ❆❝t✉❛❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦
♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡s❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛❞❞❡❞ ♦r r❡♠♦✈❡❞✱
♣r♦✈❡rs ♠✉st ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪❬❚r❛✵✼❪ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡s ❧❡♠♠❛s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜✉✐❧t ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❧ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s♦✉♥❞ ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❬✾❪✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s s❛t✉r❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✱
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✳
✻✳✶ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❤❡♦r② T ❛①✐♦♠❛t✐s❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❛ s❡t S ♦❢
✢❛t ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ S ✐♥ T ✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②
t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦♥ Ax(T ) ∪ S✳ ■❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡✲
r✐✈❡❞✱ t❤❡♥ S ✐s T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ S ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢
s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡r✐✈❡s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❡♠♣t②
❝❧❛✉s❡ ❛❢t❡r ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ♦♥❧② s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✺
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇
t❤❛t T s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❢♦r ❛♥② s❡t S ♦❢ ✢❛t ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥②
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦♥❧② ❞❡r✐✈❡s
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❧❛✉s❡s✳
✻✳✶✳✶ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s
❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦r❞❡r✐♥❣ ≻✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ≻ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
❧✐t❡r❛❧s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♦♥❧② ♠❛①✐♠❛❧ s✐❞❡s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❆❘❘✵✸❪ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② SP✱ ✇✐t❤
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ Orientation r✉❧❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❡t ✶✺✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S✱ ❛
❝❧♦s✉r❡ r✉❧❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮ ❛❞❞s ❛ ❝❧❛✉s❡ t♦ S ✇❤✐❧st ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✶✺✮ s✐♠♣❧✐✜❡s ♦r ❞❡❧❡t❡s ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ S✳
❆ ❝❧❛✉s❡ C ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡t S ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✐❢ ❡✐t❤❡r C ∈ S ♦r
S ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ S ∪ {C} ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❆♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡t S ♦❢ ❝❧❛✉s❡s
✐❢ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✳ ❆ s❡t S ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✐s s❛t✉r❛t❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SP ✐❢ ❡✈❡r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ SP ✇✐t❤ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ S ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ S0, S1, . . . , Si, . . . ♦❢ s❡ts ♦❢ ❝❧❛✉s❡s
✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ SP ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ ❝❧❛✉s❡
✭❝❢✳ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮ ♦r t♦ ❞❡❧❡t❡ ♦r r❡❞✉❝❡ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✭❝❢✳ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❧✐♠✐t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t
♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❝❧❛✉s❡s S∞ =
⋃
j≥0
⋂
i>j Si✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ S0, S1, . . . , Si, . . . ✇✐t❤ ✐ts
❧✐♠✐t S∞ ✐s ❢❛✐r ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ S∞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ j ≥ 0
s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Sj ✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ✭❬◆❘✵✶❪✮✳ ■❢ S0, S1, . . . ✐s ❛ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ SP✱ t❤❡♥ ✭ ✐✮ ✐ts
❧✐♠✐t S∞ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SP✱ ✭ ✐✐✮ S0 ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ t❤❡ ❡♠♣t②
❝❧❛✉s❡ ✐s ✐♥ Sj ❢♦r s♦♠❡ j✱ ❛♥❞ ✭ ✐✐✐✮ ✐❢ s✉❝❤ ❛ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ S0, . . . , Sn✱ t❤❡♥ Sn ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S0✳
❲❡ s❛② t❤❛t SP ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡♠♣t②
❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✭❝❢✳ ✭✐✐✮ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✮✳
✻✳✶✳✷ ❆ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② ✉s✐♥❣
s❛t✉r❛t✐♦♥
●✐✈❡♥ ❛ t❤❡♦r② T ❛①✐♦♠❛t✐s❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s Ax(T )✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡s✿
✭✐✮ ❋❧❛tt❡♥✐♥❣ ✿ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥ts✱
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳
✭✐✐✮ ❖r❞❡r✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧ ♦♥
❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳
✹✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Superposition
Γ ⇒ ∆, l[u′] = r Π ⇒ Σ, u = t
σ(Γ,Π ⇒ ∆,Σ, l[t] = r)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Paramodulation
Γ, l[u′] = r ⇒ ∆ Π ⇒ Σ, u = t
σ(l[t] = r, Γ,Π ⇒ ∆,Σ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Reflection
Γ, u′ = u⇒ ∆
σ(Γ ⇒ ∆)
if (v)
Factoring
Γ ⇒ ∆,u = t, u′ = t′
σ(Γ, t = t′ ⇒ ∆,u = t′)
if (i), (vi)
σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✱ u′ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ Superposition
❡t Paramodulation✱ L ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿
✭✐✮ σ(u) 6 σ(t)✱
✭✐✐✮ ∀L ∈ Π ∪Σ : σ(u = t) 6 σ(L)✱
✭✐✐✐✮ σ(l[u′]) 6 σ(r)✱
✭✐✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(l[u′] = r) 6 σ(L)✱
✭✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(u′ = u) 6≺ σ(L)✱
✭✈✐✮ ∀L ∈ Γ : σ(u) 6 σ(L)✱ ∀L ∈ {u′ = t′} ∪∆ : σ(u = t) 6≺ σ(L)✳
❋✐❣✳ ✶✹✳ SP ❝❧♦s✉r❡ r✉❧❡s
✭✐✐✐✮ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿ ❛♥② ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ SP ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ T ✐s ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❛ s❛t✐s✜✲
❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s r❡t✉r♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦✈❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✱ t❤❡♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡t✉r♥s
✏❢❛❧s❡✑✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s ✏tr✉❡✑✳
❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ≻ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ✕ ≻ ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✱
❛♥❞
✕ t ≻ c ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t c ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② t❡r♠ t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❛
❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞
✕ t ≻ t′ ✐❢ t ✐s ❛ t❡r♠ ✇❤♦s❡ t♦♣✲s②♠❜♦❧ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛♥❞ t ✐s t❡r♠ ✇❤♦s❡
t♦♣✲s②♠❜♦❧ ✐s ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❛♥❞ t, t′ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥ts ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✼
Subsumption
S ∪ {C,C′}
S ∪ {C}
✐❢

∃θ, θ(C) ⊆ C′
6 ∃ρ, ρ(C′) ≡ C
Simplification
S ∪ {C[l′], l = r}
S ∪ {C[θ(r)], l = r}
✐❢
8<
:
l′ ≡ θ(l)
θ(l) ≻ θ(r)
∀L ∈ C[θ(l)] : L ≻ (θ(l) = θ(r))
Orientation
S ∪ {c = c′}
S[c→ c′]
✐❢ c ≻ c′
Deletion
S ∪ {Γ ⇒ ∆, t = t}
S
✇❤❡r❡ C ❛♥❞ C′ ❛r❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳
❋✐❣✳ ✶✺✳ SP s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s
✕ ≻ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ t❡r♠s✱
❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝❧❛✉s❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ≻✱ ❛♥❞
✕ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ Orientation r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛❣❡r❧②✳
❚♦ ❞❡r✐✈❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② T ✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❋✐♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ▲❡t Ax(T ) ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t T ❤❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ SP ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T )∪S
❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳
✹✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s✳
✕ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② E ❤❛s ♥♦ ❛①✐♦♠s✳
✕ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts L ✐s ❛①✐♦♠❛t✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Ax(L) =


car(cons(X,Y )) = X
cdr(cons(X,Y )) = Y
cons(car(X), cdr(X)) = X


✕ ❚❤❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛rr❛②s A ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Ax(A) =
{
select(store(A, I,E), I) = E
I = J ∨ select(store(A, I,E), J) = select(A, J)
}
❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ✭❬❆❘❘✵✸❪✮✳ SP ✐s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s E✱ L
❛♥❞ A✳
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t SP ✐s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✲
✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ❬❆❇❘❙✵✾❪✳
✻✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s
❙✐♥❝❡ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r❡❞
❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
✻✳✷✳✶ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② T ✐s s❛✐❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s S ✐t r❡t✉r♥s ❛ s❡t ♦❢
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s Se s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T |= S ⇒
C ✐✛ Se |= C✳
❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡t Ax(T ) ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
T ❤❛s t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SP ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡t
S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ t❤❡ s❡t Se ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥②
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡ C✱ T |= S ⇒ C
✐✛ Se |= C✳
❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② T ✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡✿
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✾
✭✐✈✮ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿ ❛♥② s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s s❛t✉r❡❞ ❜② SP ✭♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭r❡s♣✳ ❝❧❛✉s❡s✮
t❤❛t ✐♠♣❧② ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭r❡s♣✳ ❝❧❛✉s❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ st❛t❡ ♦✉r ✜rst r❡s✉❧t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡
s❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ✭❬✾❪✮✳ SP ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r E
❛♥❞ L✳
❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s A ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s
❛s s❤♦✇♥ ❜② ❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ ✐♥ ❤✐s t❤❡s✐s ❬❚r❛✵✼❪✳
✻✳✸ ❋r♦♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♠❛♥✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤
t❤❡♦r② T ✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈❡
✕ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱
✕ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✱
✕ t❤❡ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲②♥❝❤ ❛♥❞
▼♦r❛✇s❦❛ ❬▲▼✵✷❪ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✳
❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❡①♣r❡ss s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
✻✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❱❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✮✳ ❆ ❝❧❛✉s❡ C ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✐❢ C
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = t✱ ✇❤❡r❡ X 6∈ V ar(t)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❱❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛✲
t✐s❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s Ax(T )✳ ❲❡ s❛② t❤❛t T ❤❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t②
♣r♦♣❡rt② ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s S✱ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T )∪S ✇✐t❤
SP ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t T ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳
✺✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❙t❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t T ✐s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ ✇❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ t❤❛t S ✐s
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ t❤❛t ✐❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
t❤❡♦r② ❤❛s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♥ ✐t ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② X = t✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t T ✐s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✷✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s
Ax(T ) s✉❝❤ t❤❛t
✕ T ❤❛s t❤❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱
✕ T ❤❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✳
❚❤❡♥ T ✐s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✳
❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ♠✉st s❤♦✇ t❤❛t
❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② c = c′✱ T |= S ⇒ c = c′ ✐✛ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
Ax(T )∪S ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♠♣❧✐❡s c = c′✳ ❉✉❡ t❤❡ r❡❢✉t❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ SP✱ ✐❢ T |= S ⇒ c = c′ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ∪ {c 6= c′}
❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ c 6= c′ ❢♦r
❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ c 6= c′ ❛♥❞ ❛ ❧✐t❡r❛❧
♦❢ C✱ t❤❡♥ C ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✳ ■❢ C
❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ X = c ❛♥❞ s♦ ✐t s✉❜s✉♠❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✸✳ ■❢ T ✐s ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s Ax(T )
s✉❝❤ t❤❛t
✕ T ❤❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱
✕ T ❤❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✳
❚❤❡♥ SP ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
▼♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦✲
r✐❡s T1 ❛♥❞ ❚2 ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❧❧ ✏❝r♦ss❡❞✑ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ✜✲
♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t✱ t❤❡s❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✈✐❛ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❇✉t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ✈✐❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s t❤❛t ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❧✐t❡r❛❧s✳ ❇✉t t❤❡s❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡
❧✐t❡r❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = t✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t✳ ■t ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧ t♦ ❣❡t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt②✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✹✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐s❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✱ ❛♥❞
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s
❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺✶
✻✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥
▼❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❬▲▼✵✷❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② T t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞
✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳ ■t ✇♦r❦s ❜② s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s Ax(T ) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❡t
GT0 s❝❤❡♠❛t✐③✐♥❣ ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s ❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ s②♠❜♦❧s ✐♥
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ T ✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ mSP ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✻
❛♥❞ ✶✼✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ GT0 s❝❤❡♠❛t✐③❡s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
♦❢ Ax(T ) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ t❤❡
♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛❧ts ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② T ✱ t❤❡♥ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ✇✐❧❧
❜❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡
❜r✐❡✢② ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❢ ❬▲▼✵✷❪✳
❆♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ const(t) ❛♥❞ ✐t ✐s tr✉❡ ✐❢ t ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ const(t1) ∧ . . . ∧ const(tn), n ≥ 0✳
❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ λ s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t φ ✐❢ λ(φ) ✐s tr✉❡✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ C ‖ φ✱ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✮ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ φ ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❲❡ s❛② t❤❛t λ(C) ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C ‖ φ ✐❢
Dom(λ) = V ars(φ) ❛♥❞ Ran(λ) ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st❛♥❞❛r❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✭s❡❡ ❬◆❘✵✶❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳
❉❡✜♥❡ GT0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
GT0 ={x = y ‖ const(x) ∧ const(y)} ∪ {x 6= y ‖ const(x) ∧ const(y)}∪⋃
f∈ΣT
{f(x1, . . . , xn) = x0 ‖
n∧
i=0
const(xi)} ,
✇❤❡r❡ ΣT ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ T ✳
❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ mSP ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✻ ❛♥❞ ✶✼✮ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
SP✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❤❛✈❡
❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡❀ ❛❧s♦
❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❘✉❧❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧❛t❡ ❡✈❡r② s✉❜s✉♠♣t✐♦♥✱ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡
✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
Ax(T ) ∪ S✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❋✐♥✐t❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ▲❡t Ax(T ) ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡
s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t T ❤❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②
✐❢ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪GT0 ❜② mSP ✐s ✜♥✐t❡✳
❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s s❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✐❢ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡s
✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❬❚r❛✵✼❪✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ ✭❬▲▼✵✷❪✮✳ ■❢ T ❤❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡♥ T
❤❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳
✺✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
Superposition
Γ ⇒ ∆, l[u′] = r ‖ φ Π ⇒ Σ, u = t ‖ ϕ
σ(Γ,Π ⇒ ∆,Σ, l[t] = r ‖ φ ∧ ϕ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Paramodulation
Γ, l[u′] = r ⇒ ∆ ‖ φ Π ⇒ Σ, u = t ‖ ϕ
σ(l[t] = r, Γ,Π ⇒ ∆,Σ ‖ φ ∧ ϕ)
if (i), (ii), (iii), (iv)
Reflection
Γ, u′ = u⇒ ∆ ‖ φ
σ(Γ ⇒ ∆ ‖ φ)
if (v)
Factoring
Γ ⇒ ∆,u = t, u′ = t′ ‖ φ
σ(Γ, t = t′ ⇒ ∆,u = t′ ‖ φ)
if (i), (vi)
σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✱ u′ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ Superposition
❛♥❞ ✐♥ Paramodulation✱ L ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✲
✐s✜❡❞✿
✭✐✮ σ(u) 6 σ(t)✱
✭✐✐✮ ∀L ∈ Π ∪Σ : σ(u = t) 6 σ(L)✱
✭✐✐✐✮ σ(l[u′]) 6 σ(r)✱
✭✐✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(l[u′] = r) 6 σ(L)✱
✭✈✮ ∀L ∈ Γ ∪∆ : σ(u′ = u) 6≺ σ(L)✱
✭✈✐✮ ∀L ∈ Γ : σ(u) 6 σ(L)✱ ∀L ∈ {u′ = t′} ∪∆ : σ(u = t) 6≺ σ(L)✳
❋✐❣✳ ✶✻✳ mSP ❝❧♦s✉r❡ r✉❧❡s
❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲
✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡t ❛♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❡❝❦ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✷✮✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✹✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✻ ✭❬✶✵❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s
Ax(T )✳ ■❢ t❤❡ ♠❡t❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ T ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡♥ T
❤❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺✸
Subsumption
S ∪ {C,C′ ‖ φ}
S ∪ {C}
✐❢

C ∈ Ax(T ), ∃θ : θ(C) ⊆ C′.♦r
C ❛♥❞ C′ ‖ φ ❛r❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
Simplification
S ∪ {C[l′] ‖ φ, l = r}
S ∪ {C[θ(r)] ‖ φ, l = r}
✐❢
8><
>:
l = r ∈ Ax(T )
l′ ≡ θ(l)
θ(l) ≻ θ(r)
∀L ∈ C[θ(l)] : L ≻ (θ(l) = θ(r))
Deletion
S ∪ {Γ ⇒ ∆, t = t ‖ φ}
S
S ∪ {Γ ⇒ ∆ ‖ φ}
S
if φ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
✇❤❡r❡ C ❛♥❞ C′ ❛r❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳
❋✐❣✳ ✶✼✳ mSP s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s
✺✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✼ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜r✐❡✢②
❞✐s❝✉ss ♠② ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s✳
✼✳✶ ❯♥✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ♦♥❧② ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❛ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲
❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t♦ ✜♥❞ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s
❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❛ ✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡
❬❚❩✵✺❪ ❛♥❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❬❇●◆+✵✻❪✳
✼✳✶✳✶ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡
❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❚✐♥❡❧❧✐✲❩❛r❜❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❚❩✵✺❪ ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❡
st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❛r❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤
♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤✐♥② t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❙❤✐♥② t❤❡♦r②✮✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s
✕ st❛❜❧② ✜♥✐t❡ ✐❢ ❛♥② T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✇❤♦s❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s ✜♥✐t❡✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺✺
✕ s♠♦♦t❤ ✐❢ ❢♦r ❛♥② q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ φ✱ ❢♦r ❛♥② ♠♦❞❡❧ M ♦❢ T s❛t✲
✐s❢②✐♥❣ φ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② κ > |M |✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦❞❡❧ M′ ♦❢ T
s❛t✐s❢②✐♥❣ φ s✉❝❤ t❤❛t |M ′| = κ✳
✕ s❤✐♥② ✐❢ T ✐s st❛❜❧② ✜♥✐t❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
mincardT s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s Γ r❡t✉r♥s
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② k ♦❢ ❛ T ✲♠♦❞❡❧ s❛t✐s❢②✐♥❣ Γ ✳
●✐✈❡♥ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢
❣r❡❛t❡r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ s❤✐♥② t❤❡♦r②
✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦♥❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r②✱ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱
❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❛ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮ ❛♣♣❧✐❡s✳
❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❤✐♥② t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡
❛ ❢♦❧❦❧♦r❡ r❡s✉❧t st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛♥② T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦
❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❢♦r ❛♥② t❤❡♦r②
T ✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❤✐♥②
t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ❧✐sts ♦r ❛rr❛②s✮ ✇✐t❤ ♥♦♥✲st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐t❡ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥
❢❛❝t ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤✐♥② t❤❡♦r② t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲s♦rt❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✼✳✶✳✷ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡
■♥ ❬❇●◆+✵✻❪✱ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇●◆+✵✻❪ ♣❡r♠✐ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛
♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❧❡❞ str♦♥❣ ∃∞✲❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❙tr♦♥❣ ∃∞✲❞❡❝✐❞❛❜❧❡ t❤❡♦r②✮✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s str♦♥❣❧②
∃∞✲❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢
✶✳ ❚❤❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞
✷✳ ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ✐♥✜✲
♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✱ ❛♥❞
✸✳ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ Σ✲str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ∃∞✲❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡s ✉s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r②✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✱
t❤❡♥ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r N ✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✺✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✿ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Φ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st n ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢♦r ❛♥② n = 2, 3, . . . , N
✉♥t✐❧ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (3.) ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛❧❧ ✭✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✮ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❧❡ss t❤❛♥ N ✳
■♥ ❬❇●◆+✵✻❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ t❤❡♦r② ✐s str♦♥❣❧② ∃∞✲❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ■♥ ❤✐s
t❤❡s✐s ❬❚r❛✵✼❪✱ ❉✉❝✲❑❤❛♥❤ ❚r❛♥ s✉❣❣❡sts ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (3.) ❜②✿
✸✬✳ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② κ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ T ❢♦r
❛♥② ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② κ ∈ N ∪ {∞}✳
❚❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ t❤❛t
✇♦r❦s ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛r❞✐✲
♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳
❈♦♥✈❡① t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞② ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡①
t❤❡♦r✐❡s✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✿ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛
t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts ❛ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥✈❡①✮ ♥♦♥ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r②✳ ■❢ T ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ T
❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❢ T ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡♥
T ♠✉st ❡♥t❛✐❧ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ T ❡♥t❛✐❧s ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s s✐♥❝❡ T ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ T ❤❛s ♦♥❧② tr✐✈✐❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✼ ✭❬✸✼❪✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r✐❡s T s✉❝❤ t❤❛t
✕ t❤❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱
✕ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r T ❛❞♠✐ts ❛ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱
✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
▲❡♠♠❛ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φi ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧
♦❢ Ti ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Φi∪{x 6= y} ✐s Ti✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ x, y ❛r❡ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■❢ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡✱ ❛ ♣✉r❡
❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣♦s❡s ❛ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♦t❤❡r ♣✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛
✐♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐ts t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts
❛ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺✼
✼✳✷ ❯♥✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s
❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✶✱✸✻❪ ❛♥❞ ❬●❤✐✵✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡
♠❛♥♥❡r ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r♠✉❧❛✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✶✱✸✻❪ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✲
✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❬✻❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❢r❡❡ str✉❝t✉r❡s✳
❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ str✉❝t✉r❡s ♦✈❡r ❜❛s❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❈♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ▲❡♠♠❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧② ❢r❡❡ t❤❡♦r② t❤❛t r❡❞✉❝❡s t♦
st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●❤✐❧❛r❞✐ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝②
❚❤❡♦r❡♠ ❬❍♦❞✾✹❪ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡♦r✐❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✑ r❡❞✉❝❡s t♦ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳
✼✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t♦r✲s❤❛r✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
■♥ ✶✾✾✺✱ ■ st❛rt❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
t♦ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥str✉❝t♦r ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✻❪✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐❞❡❛ ✇❛s r❡❛❧❧② s✐♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ♠❛❞❡ ♦❢ s❤❛r❡❞
❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str✉❝t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ Σ✲
t❡r♠s ♦✈❡r s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❡❧♣s
✉s t♦ ❣❡t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✸✮✳ ❆♥ ❛rt✐❝❧❡ ♦♥ t❤✐s
s✉❜❥❡❝t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❋r♦❈♦❙✬✾✻ ❬✸✶❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ■ ♠❡t ❈❡s❛r❡
❚✐♥❡❧❧✐✱ ✇❤♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢ ❢♦r ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t
❝❛s❡ ❬❚❍✾✻❪✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡ ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦
t♦❣❡t❤❡r ♦♥ ❛ ❥♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✻❪✳
❇r✐❡✢②✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t s✉✣❝❡ t♦♦
❛♣♣❧② ❛ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❛✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①❤✐❜✐t
♠♦❞❡❧s ✇❤♦s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢r❡❡ str✉❝t✉r❡s
♦♥ t❤❡✐r r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♠❛❧❣❛♠❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢✉s✐♦♥s ✐♥ t❤❡
t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❉✐s✲✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋♦r ❛♥② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ ∈ IDV ✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿
ξ 6= =
⋃
u,v∈V ξ,u 6=v
{u 6= v}
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ξ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❝t
✈❛❧✉❡s✳
✺✽ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
●✐✈❡♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ✱ ξ̂ ∧ ξ 6= ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✭❞✐s✲
✮✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❜② s❤❛r❡❞
t❡r♠s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭■♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❧❡t Σ =⋂n
i=1Σi ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ Σ✲✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ V ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
INΣ(V ) = {ρ ∈ SUB(V )‖Ran(ρ) ⊆ T (Σ,X)\V }
✇❤❡r❡ X ∩ V = ∅✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ρ ∈ INΣ(V )✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❡t✿
isoΣρ =
⋃
v∈V ar(V ρ),fi∈ΣF
{∀u˜i v 6= fi(u˜i)}
✇❤❡r❡ u˜i ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦♥✲s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Ti✳
▲❡t φ1, φ2 ❜❡ t✇♦ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ Σi✲❧✐t❡r❛❧s ❢♦r i = 1, 2 ❛♥❞ Σ = Σ1 ∩Σ2✳ ❚❤❡
s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
■♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❛✐r < γ1, γ2 > = < φ1ρ ∧ isoΣρ , φ2ρ ∧ iso
Σ
ρ > ❢♦r
s♦♠❡ ρ ∈ INΣ(V ) ✇❤❡r❡ V = (V ar(φ1) ∩ V ar(φ2))✳
■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❛✐r < ϕ1, ϕ2 > = < γ1ξ ∧ ξ 6=, γ2ξ ∧ ξ 6= > ❢♦r ❛♥②
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ξ ∈ ID(V ar(V ρ))✳
❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❝❤❡❝❦ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r < ϕ1, ϕ2 > s✉❝❤ t❤❛t ϕ1, ϕ2 ❛r❡
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ T1 ❛♥❞ T2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ r❡t✉r♥s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ■♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ r✉❧❡
✐♥st❛♥t✐❛t❡s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② t❤❡ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② s♦♠❡ s❤❛r❡❞ t❡r♠s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ s❤❛r❡❞ t❡r♠s ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡✳ ■❢ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥st❛♥✲
t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ❡❛❝❤ Σi✲❢♦r♠✉❧❛
❢♦r i = 1, 2✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t
t❡r♠✐♥❛t❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ◆✲❖✲❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ φ1 ∧ φ2 ❝❛♥
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ T1✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ φ1 ❛♥❞ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ φ2 ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
φiρ ∧ iso
Σ
ρ ✱ ❢♦r i = 1, 2✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ◆✲❖✲❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡
t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥
❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❢r❡❡ ♦✈❡r ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t st❛❜❧② ❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✱
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧② ❢r❡❡ t❤❡♦r✐❡s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ✇❛s ✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✳ ▲❛t❡r
♦♥✱ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐s✐t❡❞ ❜② ❇❛❛❞❡r✲❚✐♥❡❧❧✐ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✇❛② ❬❇❚✵✷❪
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲
❖♣♣❡♥✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧r❡❛❞②
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡ ❬❇❚✾✼❪✳ ■t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣
t❤❛t ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✻❪ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✺✾
st✉❞② ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❬❇❚✵✷❪ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲❛❜s♦❧✉t❡❧② ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠s ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✼✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛t✐❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s
■♥ ❬●❤✐✵✹❪✱ ●❤✐❧❛r❞✐ ❤❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦
✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❛ s✉❜t❤❡♦r② s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥✲
t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❜②
◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥t❛✐❧❡❞ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s
♦♥ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
t❤❡♦r✐❡s ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❆♥ Σ✲❡♠❜❡❞❞✐♥❣
✭♦r s✐♠♣❧②✱ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ Σ✲str✉❝t✉r❡s A ❛♥❞ B ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
µ : A → B s✉❝❤ t❤❛t A |= u ⇔ B |= u ❢♦r ❛♥② ΣA✲❛t♦♠ u✱ ✇❤❡r❡ ΣA ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts✱ A ✐s ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ ΣA✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t a ∈ A ❜② ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ B ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s
❛ ΣA✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t a ∈ A ❜② µ(a)✳ ❲❡ s❛② ❛❧s♦ t❤❛t A
❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ B✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t µ ✐s ❛ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ Σ✲❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ s✐♥❝❡ =
✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❛t♦♠ u ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ Σc✲str✉❝t✉r❡ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ Σc✲❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❛r❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ A✳
❚❤❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ Σi✲t❤❡♦r② Ti✱ ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ Ti✲❧✐t❡r❛❧s ❢♦r i = 1, 2✱
❛♥❞ t❤❡ T1 ∪ T2✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
(T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2)
▲❡t Σ0 = Σ1 ∩ Σ2✳ ■❢ (T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2) ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧ M✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ∆(A) ♦❢ t❤❡ Σ0✲s✉❜str✉❝t✉r❡ A ♦❢ M ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② a ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❜♦t❤ s❡ts
(T1 ∪ Γ1 ∪∆(A)) ❛♥❞ (T2 ∪ Γ2 ∪∆(A))
❛r❡ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❞♦❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
(T1 ∪ Γ1 ∪∆(A)) ❛♥❞ (T2 ∪ Γ2 ∪∆(A))
✐♠♣❧② t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ (T1 ∪Γ1)∪ (T2 ∪Γ2)❄ ❲❡ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡♥ T1 ∩ T2 ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤❡♦r② T0 ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
T ∗0 ✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭▼♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ Σ✲t❤❡♦r② ❛♥❞ ❧❡t T ∗ ❜❡ ❛
Σ✲t❤❡♦r② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ T ✭T ∗ ⊇ T ✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t T ∗ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ T ✐❢
✕ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ∗✱ ❛♥❞
✕ ❢♦r ❛♥② ♠♦❞❡❧ A ♦❢ T ✱ T ∗ ∪∆(A) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r②✳
✻✵ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈❑✾✵❪✱ ✐❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✉♥✐q✉❡✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❏♦✐♥t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❚❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ s❤❛r❡❞ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ t❤❡♦r②✳ ●❤✐❧❛r❞✐ ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡♦r②
s❤❛r❡❞ ❜② T1 ❛♥❞ T2✱ s❛② T0✱ ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ T ∗0 ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
T ∗0 ∪∆(A) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r②✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢
(T1 ∪ Γ1) ∪ (T2 ∪ Γ2)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭T0✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✮✳ ▲❡t T0 ❜❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤❡♦r② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
T ✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② T ✐s T0✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢
✭✐✮ T0 ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ T
∗
0 ❀
✭✐✐✮ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ∪ T ∗0 ✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ′ ✑ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ❬●❤✐✵✹❪✿ ❡✈❡r② q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✐s
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ′✳
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✱ T0 ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧✲
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ T ∗0 ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ❬●❤✐✵✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ T0✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢
❛ t❤❡♦r② T ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢
T ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ●❤✐❧❛r❞✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s
s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❬❍♦❞✾✹❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ Σ✲t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❧❡t T ∗ ⊇ T ❜❡ ❛♥♦t❤❡r
Σ✲t❤❡♦r②✳ T ∗ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ T ✐❢
✕ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ∗✱ ❛♥❞
✕ T ∗ ❛❞♠✐ts q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ●❤✐❧❛r❞✐ ❤❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ t❤❡♦r② ❬●❤✐✵✹❪✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❬●◆❩✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ◆♦❡t❤❡✲
r✐❛♥✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ T0✳ ❲❡ ✜rst st❛t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✽ ✭❬●◆❩✵✽❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ t❤❡♦r✐❡s T1, T2 ✐♥ s✐❣♥❛t✉r❡s Σ1, Σ2
s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ ❜♦t❤ T1, T2 ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠❀
✷✳ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤❡♦r② T0 ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ0 := Σ1 ∩Σ2 s✉❝❤ t❤❛t✿
✭❛✮ T1, T2 ❛r❡ ❜♦t❤ T0✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡❀
✭❜✮ T1, T2 ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ T0✳
❚❤❡♥ t❤❡ (Σ1 ∪Σ2)✲t❤❡♦r② T1 ∪ T2 ❛❧s♦ ❤❛s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✻✶
❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✷❜✮ ♦♥ T1, T2 ♦❢ ❜❡✐♥❣ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ T0 ♠❡❛♥s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ (i) T0 ✐s ◆♦❡t❤❡r✐❛♥✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡
❝♦♥st❛♥ts a✱ ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛✐♥ Θ1 ⊆ Θ2 ⊆ · · · ⊆ Θn ⊆ · · · ♦❢ s❡ts ♦❢
❣r♦✉♥❞ Σa0 ✲❛t♦♠s ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞✉❧♦ T0✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ Θn ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥
s✉❝❤ t❤❛t T0 ∪Θn |= Θm✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r m✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t♦
❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ (ii) ❝♦♠♣✉t❡ T0✲❜❛s❡s ❢♦r ❜♦t❤ T1 ❛♥❞ T2✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛
✜♥✐t❡ s❡t Γi ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❝❧❛✉s❡s ✭❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ s②♠❜♦❧s ❢r♦♠ Σi ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❢✉rt❤❡r
❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✮ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts a✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✜♥✐t❡
s❡t ∆i ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞ Σ
a
0 ✲❝❧❛✉s❡s s✉❝❤ t❤❛t ✭❛✮ Ti ∪ Γi |= C✱ ❢♦r ❛❧❧ C ∈ ∆i
❛♥❞ ✭❜✮ ✐❢ Ti ∪ Γi |= D t❤❡♥ T0 ∪∆i |= D✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞ Σ
a
0 ✲❝❧❛✉s❡
D ✭i = 1, 2✮✳ ❏✉st t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥✐t② ♦❢ T0 ♠❡❛♥s
t❤❛t✱ ✜①❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❤❡♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ T0❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T0✲❜❛s❡s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t Γi ♦❢ ❣r♦✉♥❞ Σ
a
i ✲❧✐t❡r❛❧s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✜♥✐t❡ ✏❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t✑ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ Γi ♦✈❡r
Σ0❀ t❤❡s❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ T1 ❛♥❞ T2 ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✱ ✇❤♦s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥✐t② ♦❢ T0✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
✶✳ ■❢ T0 − basisTi(Γi) = ∆i ❛♥❞  /∈ ∆i ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, 2}✱ t❤❡♥
✶✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ D ∈ ∆i s✉❝❤ t❤❛t Tj ∪ Γj 6|= D✱ ✭i 6= j✮✱ ❛❞❞ D t♦ Γj
✶✳✷✳ ■❢ Γ1 ♦r Γ2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ✶✳✶✱ t❤❡♥ r❡r✉♥ ✶✳
❊❧s❡ r❡t✉r♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
✷✳ ■❢ t❤✐s st❡♣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ r❡t✉r♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭◆♦❡t❤❡r✐❛♥✐t② ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ T0✲❜❛s❡s✮ ❛r❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✭t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ T0✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✏♦❧❞✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦r✲
s❤❛r✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❬✸✻❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T0✲❜❛s❡s ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡✲
❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T0✲❜❛s❡s
✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❤❛r❡❞
t❤❡♦r✐❡s T0✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s❤❛r❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥ ❬✷✹❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦
✉s❡ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② TI ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∀x s(x) 6= 0
∀x, y s(x) = s(y)⇒ x = y
∀x x 6= t(x) ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s t(x) ♦✈❡r ΣI t❤❛t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥t❛✐♥ x
✻✷ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t TI ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ t❤❡♦r② T ∗I ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ TI
t❤❡ ❛①✐♦♠ ∀x(x 6= 0 ⇒ ∃y x = s(y))✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r TI t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❛①✐♦♠ ♦❢ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ TI ✲❜❛s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦♠❡
t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ TI ✳ ❚❤❡
♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✉♥✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✳
■♥ ❬✷✸❪✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥❝r❡♠❡♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② TS ❛♥❞
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∀x, y s(x) = s(y)⇒ x = y
∀x x 6= t(x) ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s t(x) ♦✈❡r ΣI t❤❛t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥t❛✐♥ x
TS s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❛♠❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s TI ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ TS ✐s ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ♠♦❞❡❧✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❇②
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❢♦r TI ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r TS ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ TS✲❜❛s❡s✳ ❈♦♥✲
tr❛r② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r
t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ TS ❜② r❡✉s✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② ●❛✉ss
❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r✲▼♦t③❦✐♥ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✭TS✲s❤❛r✐♥❣✮ ✉♥✐♦♥s ♦❢
t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✭✶✮ ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ✭✷✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✳
■♥ ❬✷✷❪✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② AG ❛♥❞
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
(x+ y) + z = x+ (y + z)
x+ y = y + x
x+ (−x) = 0
x+ 0 = x
❚❤❡ t❤❡♦r② AG ✐s ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ ✐t ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✲
✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬●◆✵✹❪ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ AG✱ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ AG✲❜❛s❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s st✐❧❧ r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡♦r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ AG✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s✲
✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✭AG✲s❤❛r✐♥❣✮ ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✻✸
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡
❲♦r❦
▼② r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❯♥✐❢✮ ❬✷✽✱✶✶✱✶✸✱✻✱✷✾✱✶✷✱✸✵❪
❛♥❞ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s ✭❙▼❚✮✳ ❍❡♥❝❡ ♠② s❦✐❧❧s ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ t❤❡
t♦♣✐❝s ♦❢ t❤❡ ❈❆❙❙■❙ ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ ✈❡r✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❯♥✐❢✮✱ ✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
t♦♦❧ ❬❈▲❙✵✸✱❆❈✵✹✱❈❘✵✺✱❉▲▲❚✵✽❪✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✭❙▼❚✮✱
✇❤❡r❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ■ ♣❧❛♥ t♦ ✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ■ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ❖r✐✲
❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭❙❖❆✮ s❡❡♠s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
❜r✐❡✢② ♦✉t❧✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✿
✕ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳
✕ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✳
✕ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❙▼❚✱ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
✽✳✶ ❈❡rt✐✜❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ✭s✉❝❤ ❛s ❈♦q ♦r
■s❛❜❡❧❧❡✮ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ♠♦r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✾✵✬s✱ ■ ✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✇r✐t❡ ❡♥❣✐♥❡ ✭❊▲❆◆✮ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❘✐♥❣✳ ❚❤✐s ✜rst ❝❛s❡ st✉❞② ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ P❤❉
t❤❡s✐s ♦❢ ❍✉② ◆❣✉②❡♥ ❬◆❑❑✵✷❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ◆❛♥❝② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❤❛❘❱❡② ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✮ ✐♥t♦
■s❛❜❡❧❧❡ ❬❋▼▼+✵✻❪✳
❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ✏❈❡rt✐✜❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥✑ ❡♥t✐t❧❡❞ ❉❡✲
❈❡rt✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✻✹ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
✐♥t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s ❈♦q ♦r ■s❛❜❡❧❧❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s
♣r♦❥❡❝t ❛r❡✿
✕ ■♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❬✷✹✱✷✸✱✷✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❙▼❚ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s
❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♣♦ss✐❜❧②
❜② r❡✉s✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬▼♦♥✵✵❪✳
✕ ❉❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦✈❡rs✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ✏✇✐t♥❡ss✑ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤
• t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠✱
• t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳
■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥❛❧✮ ♣r♦✈❡r
✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝✮ s❡❡♠s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ ✇✐t♥❡ss ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛②❡❞ ❜② ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t
✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❛♥❞
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦✉r ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦♦❢✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✮✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❜✉✐❧❞ ❝❡r✲
t✐✜❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❡✜♥❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❧❛✐♥ ●✐♦r❣❡tt✐ ❛♥❞ ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦ ✭❈❆❙❙■❙✲❇❡s❛♥ç♦♥✮✱ ■ ✇✐❧❧
❝♦✲s✉♣❡r✈✐s❡ ❛ P❤❉ t❤❡s✐s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✵✾✳
✽✳✷ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❖r✐❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❙❡r✈✐❝❡ ❖r✐❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭❙❖❆✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✳
■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❖✳ P❡rr✐♥ ❛♥❞ ❊✳ ▼♦♥❢r♦②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t♦ st✉❞②
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts✿
❈❖P❙ ✭❆◆❘✮✱ ❈❖❲❙ ✭◗❙▲ ❛❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❈♦r❡❲❡❜✴❱❛♥❛❲❡❜ ✭❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❈❤✐❧❡✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ✈❡r② ❤♦t t♦♣✐❝ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝❡♥tr❛❧
r♦❧❡ ✐♥ ❙❖❆✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠✿ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❡♦r② ❬❇❋❍❙✵✸✱❋❇❙✵✹❪✱ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❙P❲+✵✹✱P▼❇❚✵✺❪✱ ❧♦❣✲
✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s ●❖▲❖●✮ ❬◆▼✵✷✱▼❙✵✷❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ❘♦♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❈♦❧♦♠❜♦ ❬❇❈●+✵✺❪✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝♦♥✲
✈❡rs❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡♥ ❛s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✮ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s ✭str✐❝t❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐s s✐♠✐❧❛r✴❜✐s✐♠✐❧❛r✮ t♦ ❛ ❣♦❛❧ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦❛❧✲❞✐r❡❝t❡❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✻✺
❧♦❣✐❝ P❉▲ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❉②♥❛♠✐❝ ▲♦❣✐❝✮✱ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❑❡❨ s②st❡♠ ❬❇❍❙✵✼❪✮✳
❋r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s❡❡♥
❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✴❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙♦♠❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬✶✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡
❧♦❝❛❧❧② ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♦♥❡ ✐♥ ❛
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
♥❛t✉r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ♠♦❞❡❧✐s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬❑PP✵✻❪✱ ❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥
✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t♦ ✉s❡ ♠✐①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s♦❧✈❡r ❧✐❦❡ ❙♦❧❡❳ ❬✶✼❪❬✶✽❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✮ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥
t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❍P✵✻❪ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛❞✐♥❣ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✱
▼❡❦❦✐ ❛♥❞ ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤ ❬❈▼❘✵✽❪ ❤❛✈❡ r❡✉s❡❞ ✐♥tr✉❞❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✳
✽✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs
■t ✐s ❛ ❜✐t s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦♦❧s ❤❛✈❡ r❛t❤❡r ❢❡✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙▼❚✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❬❆❘❘✵✸✱❆❇❘❙✵✾✱❇❊✵✼✱▲❚✵✽✱❞▼❇✵✽❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ t♦♦❧s
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛①✐♦♠s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ t❛❝❦❧❡ s♦♠❡
❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✿
✕ ✉s❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ✭❛♥❞ s♦✱ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✮❀
✕ ✉s❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❊✲♠❛t❝❤✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙✐♠♣❧✐❢② ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡❀
✕ ✉s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡r♠s ❜②
t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✳
❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐✲
s♦rt❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s♦rt ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r s♦rts
❢♦r t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❛rt✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ s♦♠❡ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛♠❛❧✲
❣❛♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t r❡❣✉❧❛r
❝♦❧❧❛♣s❡✲❢r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ♥♦t ♥❡✇✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② tr✐❡❞ t♦
❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♠❛❧❣❛♠❛t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ❜✉t ✐t r❡♠❛✐♥s ❛♥
♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
✽✳✹ ❙▼❚ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣
❚❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❤❛♥✲
❞❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ str✉❝t✉r❡ ✈✐❛ ❛ ❙❆❚ s♦❧✈❡r✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✻✻ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ✭❞✐s✮✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛r❜✐✲
tr❛r② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ❙❆❚ ✇♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t t♦ ❢❛✈♦r❛❜❧② r❡✈✐s✐t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ t❤❡♦r② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r②
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇●❚✵✻❪✳
❖♥❡ ❝❛♥ r❡❣r❡t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤ ❛
s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛ ❙▼❚ s♦❧✈❡r✳ ❚♦ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭s✉❝❤ ❛s Pr♦❧♦❣✮ ♦r ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ✭s✉❝❤ ❛s ❆tsé ❬❚✉r✵✻❪✮✳ ❲❤✐❧st
❛ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ✐s ❛ ❣r❡❛t ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢✮ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠✐❧❛r ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢✮ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❇✉t ♠②
❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛② ❜♦t❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
✽✳✺ ❈♦♥str❛✐♥t r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❆ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉❝❤ ❛s ❚❖▼ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦r
❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❛s r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✈✐❛ ❛♥
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ✭❡✣❝✐❡♥t✮ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡
s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ✐s r❡❛❧❧② ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❖▼ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ❛♥② r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ✐s❧❛♥❞✳
❋r♦♠ ♠② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ❚❖▼ ✐♥
s✉❝❤ ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❊q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✻✼
▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
✶✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❙✳ ❏❛♠♦✉ss✐✱ P✳✲❊✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❊▲❆◆
❘❡✇r✐t❡ Pr♦❣r❛♠s ✈✐❛ ❛♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❋♦r♠❛t✳ ■♥ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱
❡❞✐t♦rs✱ ❙❡❝♦♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❲❘▲❆✬✾✽✱
P♦♥t✲à✲▼♦✉sss♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❇✳ ❱✳✱ ✶✾✾✽✳
✷✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ P✳✲❊✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❆♥
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❊▲❆◆✳ ■♥ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙❡❝♦♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❲❘▲❆✬✾✽✱ P♦♥t✲à✲▼♦✉ss♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✺ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡
❇✳ ❱✳✱ ✶✾✾✽✳ ❯❘▲ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡❧s❡✈✐❡r✳♥❧✴❧♦❝❛t❡✴❡♥t❝s✴✈♦❧✉♠❡✶✺✳❤t♠❧✳
✸✳ P✳ ❇♦r♦✈❛♥s❦②✱ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✇✐t❤ ❙tr❛t❡✲
❣✐❡s ✐♥ ❊▲❆◆ ✿ ❆ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✷✭✶✮✿✻✾✕✾✺✱ ❋❡❜ ✷✵✵✶✳
✹✳ ❈✳ ❈❛str♦✱ ❊✳ ▼♦♥❢r♦②✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❆ ❘✉❧❡ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥
❑✳ ❘✳ ❆♣t✱ ❋✳ ❋❛❣❡s✱ ❋✳ ❘♦ss✐✱ P✳ ❙③❡r❡❞✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❱á♥❝③❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❘❡❝❡♥t ❆❞✲
✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❏♦✐♥t ❊❘❈■▼✴❈♦▲♦❣◆❊❚ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♥✲
str❛✐♥t ❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥t ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❈❙❈▲P ✷✵✵✸✱ ❇✉❞❛♣❡st✱ ❍✉♥✲
❣❛r②✱ ❏✉♥❡ ✸✵ ✲ ❏✉❧② ✷✱ ✷✵✵✸✱ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✵✶✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✺✹✕✶✼✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳
✺✳ ❉✳ ❉é❤❛r❜❡✱ ❆✳ ▼❛rt✐♥s ▼♦r❡✐r❛✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦✐♥❣ ❜② ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡♠♣♦r❛❧ ▲♦❣✐❝ ❋♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥ ❙✳ ❚✐s♦♥✱ ❡❞✐t♦r✱ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❘❚❆✬✷✵✵✷✱ ❈♦♣❡♥✲
❤❛❣❡♥✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✼✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✵✼✕
✷✷✶✳ ❚❤♦♠❛s ❆rts✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❏✉❧ ✷✵✵✷✳
✻✳ ❊✳ ❉♦♠❡♥❥♦✉❞✱ ❋✳ ❑❧❛②✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ◆♦♥✲
❞✐s❥♦✐♥t ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ❆✳ ❇✉♥❞②✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝✳ ♦❢ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✭❈❆❉❊✬✾✹✮✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✶✹ ♦❢
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✻✼✕✷✽✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✹✳
✼✳ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❊①♣❧✐❝✐t
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❑✳ ▼✳ ▼✳ ❍❛♥✉s✱ ❏✳ ❍❡❡r✐♥❣✱ ❡❞✐t♦r✱ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❆▲P✬✾✼✱ ❙♦✉t❤❛♠♣t♦♥✱ ❯❑✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✾✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✼✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ s❡♣ ✶✾✾✼✳
✽✳ ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✳ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛
■♥❢♦r♠❛t✐❝❛❡✱ ✸✹✭✸✮✿✷✷✺✕✷✻✷✱ ❏✉♥ ✶✾✾✽✳
✾✳ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❙✳ ❘❛♥✐s❡✱ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ❛♥❞ ❉✳✲❑✳ ❚r❛♥✳ ❖♥ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✲❇❛s❡❞
❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② Pr♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❉✳ ❱✳ ❍✉♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ❲✐rs✐♥❣✱
❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝✳ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣✱ ■❈❚❆❈✬✵✺✱ ❍❛♥♦✐✱ ❱✐❡t♥❛♠✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✼✷✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✾✹✕✻✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✺✳
✶✵✳ ❍✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❙✳ ❘❛♥✐s❡✱ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ❛♥❞ ❉✳✲❑✳ ❚r❛♥✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❘❡✇r✐t✐♥❣✲❇❛s❡❞ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② Pr♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t✳ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
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